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y 
இரண்டாம் படத்தில் A , B , C , D புள்ளிகள் முறையே 
( 4,3 ) , 
1. புள்ளிகளும் இயங்குவரைகளும் 

( Points and Loci) 
1. ஆயத்தொலைகள் ( Co - ordinates ) 

X OX , Y OY என்றவை நேர்குத்தான இரு கோடுகள் 
எனவும் , முதற்கோடு இடமிருந்து வலமும் , இரண்டாவது கோடு 
கீழிருந்து மேலும் வரையப்பட்ட கோடுகள் எனவும் கொள்வோம் . 
XIOX ,Y OY , நிரலே x ஆயம் ( x - Axis ) , y ஆயம் ( y - Axis )எனவும் , 
அவை வெட்டும் புள்ளி 0 ஆதி ( Origin ) எனவும் பெயர் பெறும் . 
இப் படத்தின் கண் P 
புள்ளியின் நிலையைக் 
காண NP , MP தொலை 
கள் தெரிதல்வேண்டும் . 

ஆயத்திற்கு ஒரு 
போகான 

( Parallel ) 
P- ன் x ஆயத்தொலை 
NP , ( x Co - ordinate ) 
என்றும் , 3 ஆயத்திற்கு 
ஒருபோகான MP ,, 
( y Co - o r d in a te ) 
என்றும் , அவற்றை x , y 

yyi 
என்றும் , P- ஐ ( x , y ) 
என்றும் கூறல் மரபு . 

படம் 
x , y என்பவற்றிற்கு மிகை மதிப்பும் , குறைமதிப்பும் உண்டு . 
x- ன் குறைமதிப்புகள் OX வழியாகவும் , y- ன் குறைமதிப்புகள் 
OX -ன் ஒருபோகு கோட்டு வழியாகவும் அளக்கப்படும் . 
எடுத்துக்காட்டாக , P ( 2 , - 1 ) புள்ளியின் நிலையைக் காண OX 
வழியாகத் தொலை 2 ஐ அளந்தபின் 0Y - க்கு ஒருபோகு கோட்டு 
வழியாக , தொலை 1 ஐ அளக்கவேண்டும் . ஆதி ( 0 , 0 ) ஆகும் . 


* 


- 


( -4 , 3 ) , ( -4 , -3 ) , ( 4 , -3) ஆகும் . 


... 
. 


- 


கொக 


------- 


X 


4-5 


- 


கவம் 


OM * 1 , LP 
2 

ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 
கு 
( -43 ) 

? 

படம் .2 
இரு புள்ளிகளின் இடைப்பட்ட தொலை 
P , ( புள்ளிகள் ( x ) , yx ) , ( 3 , 12 ) என்று கொள்வோம் . 

இதY2 ) [ 3 - 42 

படம் - 3 
PL, QM , QN இவற்றைப் படத்திற் காண்பதுபோல , ஆயங் 
ளுக்கு ஒருபோகாக வரையின் , 
OL 

* 3 , MQ = y , 

QN * ML 


-- 


XX 


Yy 


- 


- 


- - 


- - 


ஆகவே , 


2 


நீர் 


புள்ளிகளும் இயங்குவரைகளும் 


3 


* 


ப 
- 


QNP முக்கோணத்தில் QNP 907 

ஆகையால் 
PQ2 QN2 + NP2 

( x - x2 ) 2 + ( y1 - 2 ) 2 

ஃ . PQ ( x - 2 + 1 - y ) 2 
ஆதியிலிருந்து P ( x ) , } 1 ) -ன் தொலை OP Vx2 + y12 . 


- 
- 


- 


குறிப்பு : ஆயத்தொலை வடிவ கணிதத்தில் ( Co - ordinate 
Geometry ) வரும் வாய்பாடுகள் எல்லாம் பொதுப்படையாதலின் , 
ஆயத்தொலைகளுக்கு உரிய குறிகளை எடுப்பின் , நான்கு கால் 
வட்டங்களில் இருக்கும் புள்ளிகள் அனைத்திற்கும் இவ் வாய்பாடு 
கள் பொருந்தும் . 
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3. ( x ) , 1 ) ( x2 , y2 ) புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டினை m : n 
தகவுப்படி பிரிக்கும் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் 

Q புள்ளிகளை 
நிரலே ( xy , y1 ) , ( x2 , ya ) 
என்றும் , PQ ஐ m : 7 
தகவுப்படி 

ம் 
புள்ளியை R ( 3.y ) என்றும் 
கொள்வோம் . அப்பொ 

PR 

RQ 
QM , PKH இவற்றைப் 
படத்திற் காண்பது 
போல் ஆயங்களுக்கு 
ஒருபோகாக வரையின் , 

படம் . 


PL , RN , X 


M 


x 


1 


-- 


PK = X men 


1 


KR = } 


- 


13 


HQ = yz -- y 
முக்கோணம் PHQ- ல் KR , HQ ஒருபோகு கோடுகளாகையால் 

PRI PK 
RQ KH 


- 


- 


X2 


அ - து ) ( 


-வ 


11 ( 32 


4 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


nx : + : mx2 

m + n 


இதுபோன்றே 


nyı + my, 

m + 


கிளைத்தேற்றம் : ( x1 , yx ) ( x ) , y2 ) புள்ளிகளை இணைக்கும் 
கோட்டின் நடுப்புள்ளி 

1 + x2 y + 2 

ஆகும் . 
2 

2 


4. PQ- ன் புறத்து அக் கோட்டில் R இருந்தால் PQ ஐ 
R , PR : RQ தகவுப்படி பிரிக்கும் . PR , RQ வேறுபட்ட 

PR 
குறியுடையன ஆதலின் RO ஒரு குறைதகவு ஆகும் . 
PQ ஐ R , M : n தகவுப்படி வெளியில் பிரித்தால் 

PR 
RQ 

Q 

R 


| 


P 


mx 


ny1 -my2 


nx 
ஆகவே , R- ன் ஆயத்தொலைகள் 


- 


- 


( 5 ) முக்கோண உச்சிகளின் ஆயத்தொலைகள் தெரிந்தால் அம் 
முக்கோணத்தின் நடுக்கோட்டு மையம் ( Centroid ) காணலாம் . 


A ( 8 ) 


3 
( X2 , 2 ) 


( X3,43 ) 


படம் - 5 


முக்கோணத்தின் உச்சிகள் ( x ] , y ] ) , { x2 , y2 ) , ( xg , y3 ) என்றும் , 
AD , நடுக்கோடு ( Median ) என்றும் , G , நடுக்கோட்டு மையம் 
என்றும் கொள்வோம் . 


புள்ளிகளும் இயங்குவரைகளும் 


5 


- . 
G 
2 

2 
தகவுப்படி பிரிக்கும் . ஆகவே , அதன் ஆயத்தொலைகள் 
* + x3 

y2 + 13 
1. x + 2 . 

y 2 . 
2 

2 
1 +2 

1 + 2 


- 


= * 1 + * + 


* +2 + S 


Yi + ya + ys 

3 


மாதிரி 1 : 

( - 3 , - 4 ) , ( 2 , 6 ) , ( - 6 , 10 ) புள்ளிகளால் அமைந்த முக் 
கோணம் செங்கோண முக்கோணமென நிறுவுக . 


A ( -3 , -4 ) , B ( 2 , 6 ) , C ( -6 , 10 ) எனக் கொண்டால் , 

AB2 52 + 102 125 
BC2 

82 + 42 80 
CA2 32 + 142 205 
CA2 -- BC2 + AB2 


- 


ஆகவே , முக்கோணம் ABC- ல் / B = 90 ° . 


மாதிரி 2 : 

( -7 , -3 ) , ( 5 , 10 ) , ( 15 , 8 ) , ( 3 , - 5 ) புள்ளிகள் ஒருபோகு 
நாற்சிறையின் ( Parallelogram ) முனைகள் என நிறுவுக . 

ப்புள்ளிகளை A , B , C , D எனக் கொண்டால் மூலைவரை 
( Diagonal) AC- ன் நடுப்புள்ளி 

--- 7 + 15 

--3 + 8 
2 

2 


( +3, 19,3 ) 


அஃதாவது ( 4 , 2 • 5 ) 

5 + 3 10-5 
மூலைவரை BD- ன் நடுப்புள்ளி 

2 

2 

( அ - து . ) ( 4 , 2.5 ) 
ஆகவே , ABCD நாற்சிறையில் மூலைவரைகள் AC , BD 
ஒன்று மற்றொன்றைச் சமமாகப் பிரிக்கும் . 
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ஆயத்தொலை வடிவகணிதம் 


மாதிரி 3 : 

( 1 , 3 ) , ( 2 , 7 ) புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டினை ( -2 , -9 ) 
எத் தகவுப்படி பிரிக்கும் ? அத் தகவை m : r என்று கொண்டால் , 


- 


71 + 2m 
2 

m + 1 
( அ - து . ) -2m - 21 = n + 2m 
( அ - து . ) 4m 

3m 
3 
4 


- 


- 


- 


-- 


- 


மாதிரி ( 4 

ஒரு முக்கோணத்தின் உள் மையத்தை ( Incentre ) முக் 
கோண உச்சிகளின் ஆயத்தொலைகளால் காண்க . 


முக்கோணம் ABC- ல் உச்சிகளின் ஆயத்தொலைகள் நிரலே. 
( x , y1 ) , ( x ,, ye ) , ( xg , ys ) என்றும் , முக்கோணப் பக்கங்கள் 
a , b , c என்றும் கொள்வோம் . AD , BE நிரலே LA , / B , 
இவற்றின் சம வெட்டிகள் ( Bisectors ) . 


( 24 ) 


E 


I 


1 


B 


D 


( x2 , ya ) 


( X3 , s ) 


படம் - 6 


BD 
DC 

h 
D- ன் ஆயத்தொலைகள் 
bx , + cx ; by : + cys 

b + cC b + c 


புள்ளிகளும் இயங்குவரைகளும் 


7 


DC 


5 


BD + 1 


c 


BC 
BD 


BD = 


DI 
மேலும் 

IAL 


- 


BD 
AB * 


M 


4 


DI 

aC 
TA ( b + CC 
I- ன் ஆயத்தொலைகள் 

bx2 + 33 
( --- C ) 

+ 1x1 
6 + 
a -- b + C 

ax : + bx , + cx3) 
அதாவது 

a + + 


by : + Cys + ays 


( C ) 


u ++ 
ay , for by2 + cy s 

a + b + c 


* 


பயிற்சிகள் 1 


1. பின் வரும் ஒவ்வோர் இணைப் புள்ளிக்கும் ( Pair of 
Points ) இடைப்பட்ட தொலைவினைக் காண்க . 

( 1 ) ( 6 , 8 ) , ( 3 , 4 ) 
( 2 ) ( 3 , -4 ) , ( 2 , 0 ) 
( 3 ) ( 2 , -3 ) , ( --4 , --6 ) 
( 4 ) ( at ) 2 , 2a1 ) . ( at22 , 2atg ) 
( 5 ) ( a cos 0 , a sin ) . ( a cos $ , a sin o ) 


1 . 


( 6 ) (at , t ) . ( als . ; ) 


2. ( 2 , - 2 ) , ( -1,2 ) , ( 3 , 1 ) புள்ளிகள் இருசரிச்சிறை 
(Isosceles ) முக்கோணமொன்றின் உச்சிகள் என நிறுவுக. 

3. ( 0 , 1 ) ( 1 , 2 ) , ( 2 , 3 ) புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் கொண்ட 
முக்கோணம் எத்தன்மையது ? 

4 ( 4 , 3 ) புள்ளியை மையமாகக்கொண்ட வட்டத்தில் 
( 9 , 3 ) , ( 7 , -1 ) , ( 1 , -1 ) புள்ளிகள் உள என நிறுவுக . அவ் 
வட்டத்தின் ஆரம் என்ன ? 

5 ( 0 , -1 ) , ( 2 , 1 ) , ( 0 , 3 ) , ( --2, 1 ) புள்ளிகளால் அமைந்த 
படம் சதுரமாகுமென நிறுவுக . 
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ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


6 . 3 , -5 ) , ( -5 , 9 ) , ( 7 , 10 ) , ( -9 , -6 ) புள்ளிகள் ஒரு 
போகு நாற்சிறையின் முனைகளென நிறுவுக . 


7. ( 2 , -3 ) , ( -6 , -7 ) , ( -8 , -3 ) புள்ளிகளால் அமைந்த 
முக்கோணம் ஒரு செங்கோண முக்கோணமென நிறுவுக . 


8. ( 2,2 ) , ( -2 , -2 ) , ( -2 V3,2v3) புள்ளிகள் ஒரு சம 
பக்க முக்கோணத்தின் உச்சிகள் என நிறுவுக . 

9.) ( 3,7 ) , ( 6 , 5 ) , ( 15 , - 1 ) புள்ளிகள் ஒரு கோட்டில் உள 
என நிறுவுக . 

10. ( 2 , 3) , ( 6,9) புள்ளிகளைச் சேர்க்குங் கோடு ஆதிவழிச் 
செல்லுமென நிறுவுக . 

11. ( -2 , 2 ) , ( --8 , -4 ) , ( --5 , -7 ) , ( 1 , -1 ) புள்ளிகள் 
ஒரு நீள்சதுர முனைகள் என நிறுவுக . 
12. { 1 , 1 ) , ( 2 , -1 ) , ( 3 , 2 ) வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் 

5 
மையம் 

என நிறுவுக . 
22 2 


1 ) 


13. ( 1 ) ( 2 , 3 ) , ( - 4 , 7 ) , ( 5 , 2 ) , 

( 2 ) ( 1 , 2 ) , ( 0 , 3 ) , ( -1 , -2 ) , 

( 3 ) ( 1,1 ) , ( 2 , 3 ) , ( -2 , 2 ) , புள்ளிகளால் அமைந்த 
முக்கோணத்தின் நடுக்கோட்டு மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் 
எவை ? 


14. ( 8,5 ) , ( -- 7 , -5 ) , ( - 5,5 ) புள்ளிகள் ஒருபோகு நாற்சிறை 
ஒன்றின் மூன்று 

முனைகளாயின் , ( --7 , -5 ) , புள்ளிக்கு 
எதிரிலுள்ள நான்காவது முனையின் ஆயத்தொலைகளைக் காண்க . 

15. ( 3 , 12 , ) ( 6 , -2 ) புள்ளிகள் ஒருபோகு நாற்சிறை 
ஒன்றின் இரு முனைகளாகும் . இந் நாற்சிறையின் மூலைவரைகள் 
( -2 , 2 ) புள்ளியில் வெட்டின் , எஞ்சிய இரு முனைகளின் ஆயத் 
தொலைகள் யாவை ? 


16. ( 1,2 ) , ( 0 , 3 ) , (--1, -2) புள்ளிகள் ஒரு முக்கோணத் 
தின் உச்சிகள் எனின் , அம் முக்கோணத்து நடுக்கோடுகளின் 
நீளம் என்ன ? 


17. ( 4 , 6 ) , ( -8 , 10) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டினை 2 : 3 
தகவுப்படி வெளியே பிரிக்கும் புள்ளி யாது ? அக் கோட்டினை 3 : 2 
தகவுப்படி வெளியே பிரிக்கும் புள்ளி யாது ? 
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18. ( 1 , 2) , ( 5 , 4 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டினையும் , 
( -5 , -1 ) , ( 3 , 3 ) புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டினையும் ( 7 , 5 ) 
புள்ளி ஒரே தகவுப்படி பிரிக்கும் என நிறுவுக . 

19. ( xy , y1 ) , ( x2 , y2 ) , ( xg , ya ) , ( x4 , y4 ) ஒரு நாற்சிறையின் 
உச்சிகளாயின் அதன் பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகள் ஒருபோகு 
நாற்சிறையின் உச்சிகள் என நிறுவுக . 

20 முக்கோணம் ABC- ல் BC- ன் நடுப்புள்ளி D எனின் 
AB2 + AC2 2 ( AD2 + DC2 ) என நிறுவுக . 

21. முக்கோணம் ABC- ல் நடுக்கோட்டு மையம் G எனின் , 
3 ( GAR + GBS + GC2 ) = AB2 + BC2 + CA2 என நிறுவுக . 

22. பின்வரும் பயிற்சிகளில் A , B. C புள்ளிகள் 
கோட்டில் இருக்குமெனவும் C , AB ஐப் பிரிக்கும் தகவு எது 
எனவும் காண்க : 


ஒரே 


A ( 2 , 2 ) 
A ( 4 , 18 ) 
A ( 1 , 4 ) 


B ( 14, -4) , 
B ( -6 , 24 ) , 
B ( 2 , 1 ) 


C ( -10 , 8 ) . 
C ( 34, 0 ) . 
C ( 4, - 5 ) . 


23. ( -3 , 4 ) , ( 4 , -3 ) புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டினை 
நான்கு பாகங்களாகப் பிரிக்கும் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகளைக் 
காண்க . 


24. ஒரு முக்கோணத்தின் இரு முனைகள் ( 6. - 2 ) , ( -4 , 6 ) . 
நடுக்கோட்டு மையம் ஆதி எனின் , மூன்றாவது முனையின் ஆயத் 
தொலைகளைக் காண்க . 

25. ( 1 , -1 ) , ( -1 , 1 ) , ( x , y ) புள்ளிகளால் அமைந்த 
முக்கோணம் சமபக்கமாயின் x , y- யின் மதிப்பினைக் காண்க . 


6. முக்கோணத்தின் பரப்பு 

ABC முக்கோண A , B , C உச்சிகளின் ஆயத்தொலைகள் 
( x1 , y1 ) , ( xg , v2 ) , ( x ,, 3g ) என்று கொள்வோம் . 

OX- க்கு நேர்குத்தாக AL , BM , CN ஐ வரைக , 
ABC- ன் பரப்பு 

ALNC - ALMB --- BMNC . 
ALNC இருசரிவு நாற்சிறையின் 
( Trapezium ) பரப்பு ( LA + NC ) . LN 

= } ( yx + ys ) ( xs - x ) 


- 


FR 


- 


க 


- 


1 


என்பதை அறியலாம் . 
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இதுபோன்றே ALMB } y + y ) ( x2 3 ) 

BMNC * { y2 + ys ) ( xs - x2 ) 
ABC- ன் பரப்பு { + 3 ) ( x 31) - (11 + ye ) 
( x - x ) - ( 72 + ys ) ( xg -- x2 ) } 

Cx3,13 ) 
Aat ) 

B (22+ % s ) 

படம் - 7 
இதனைச் சுருக்கின் 

( y2-3211 + 213 2 + 33 1 - 3 ) 
= } { x1 ( y2 - ys ) + x2 ( ys - 1) + xs ( y1 - y2 ) } 
குறிப்பு : ஒரு படத்தைச் சுற்றிவரும்பொழுது அப் படம் 
இடமிருப்பின் பரப்பு மிகையாகவும் , வலமிருப்பின் பரப்புக் குறை 
யாகவும் கருதப்படுவது வழக்கம் . இம் முறைப்படி முக்கோணம் 
ABC- ன் பரப்பு மிகையாகவும் , முக்கோணம் ACB- ன் பரப்பு 
குறையாகவும் கொள்ளப்படும் . 

A ABC = --AACB . 
கிளைத்தேற்றம் : ( xl , y1 ) , ( x3 , ys ) , ( xg , ys ) புள்ளிகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்பு சுன்னமாயின் , இப்புள்ளிகள் 
ஒரே கோட்டிலிருக்கும் . இதனைப் பயன்படுத்தி இரண்டிறந்த 
எடுத்துக்காட்டாக , ( 1 , 4 ) ( 3 , -2 ) , ( -3, 16 ) புள்ளிகளை உச்சி 
களாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் பரப்பு 

1 { 1 ( -2-16 ) + 3 ( 16-4 ) -3 ( 4 + 2 ) } = 
ஆகவே , இப்புள்ளிகள் ஒரு கோட்டில் உள்ளன . 


- 


11 . 
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மாதிரி 5 : 

( 1 , 1 ) , ( 3 , 4 ) , ( 5 , --2) , ( 4 , -7 ) புள்ளிகளை முனைகளாகக் 
கொண்ட நாற்சிறையின் பரப்பு என்ன ? 
A ADC = } { 1 ( -7 + 2 ) +4{ --2-1) +5 ( 1 + 7 ) } 

= } ( -5-12 + 40 ) 

23 
2 . 


- 


8 { 3,4 ) 


AII ) 


X 


C ( 5 , -2 ) 


( 4 , -7 ) 

படம் . 8 
A ACB 
= } { 1 ( -2-4 ) +5 ( 4 - 1 ) + 3 ( 1 + 2 ) } 
= 1 ( - 6 + 15 + 9 ) 
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நாற்சிறை ADCB- ன் பரப்பு 


23 
2 


+9 


20 . 


மாதிரி 6 : 

( 0 , b ) , ( a , 0 ) புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டில் ( x , y ) புள்ளி 
இருப்பதற்குரிய நிலை என்ன ? 

அந் நிலையில் ( 0 , b ) , ( a , 0 ) , ( x , y ) புள்ளிகளால் அமைந்த 
முக்கோணத்தின் பரப்பு சுன்னமாகும் . 

ஃ } { 0 ( 0 - y ) + a ( y - b ) + x ( b - 0 ) } 
( அ - து ) ay - ab + xb = 0 . 

y 
( 

+ 
1 . 


குய்க் குறிப்பிடும் விதத்தைப் பார்ப் 
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பயிற்சிகள் 2 
1. பின் வரும் புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் 

உச்சிகளாகக் கொண்ட 

கொண்ட முக் 
கோணங்களின் பரப்பினைக் காண்க : 

( 1 ) ( 2 , 3 ) , ( 3 , -1) , ( --4 , 2 ) . 
( 2 ) ( -2 , 4 ) ( 10 , --2 ) , ( --2 , -8 ) . 

( 3 ) ( a , b + c ) , ( c , b - C ) , ( -a , c ) . 
2. பின் வரும் புள்ளிகளை முனைகளாகக் கொண்ட நாற்சிறை 
---களின் பரப்பினைக் காண்க : 

( 1 ) ( -1 , 6 ) , ( -3 , - 9) , ( 5 , --8) , ( 3 , 9 ) . 
( 2 ) ( 1 , 2 ) , ( 2 , -3 ) , ( -2 , 4 ) , ( -1 , - 5 ) . 

( 3 ) ( 6 , 2 ) , ( 10 , 16 ) , ( - 12 , 6 ) , ( - 4 , 18 ) . 
3 . பின் வரும் புள்ளிகள் ஒரே கோட்டிலுள்ள புள்ளிகள் 
என நிறுவுக : 

( 1 ) ( - 1 , 6 ) ( - 10 , 12 ) , ( - 16 , 16 ) . 
( 2 ) ( 1 , -1 ) , ( 7 , -4 ) , ( -5 , 2 ) . 

( 3 ) ( 1 , 4 ) , ( 9 , -2 ) , ( 5 , 1 ) . 
4. ( 0 , 6 ) , ( -15 , 1 ) , ( -3 , 11 ) புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் 
கொண்ட ABC முக்கோணத்தின் நடுக்கோட்டு மையம் G எனின் , 
GBC , GCA , GAB முக்கோணங்களின் பரப்பு , முக்கோணத்தில் 
மூன்றில் ஒன்று என்று நிறுவுக . 

5. ( 2 , -3) , ( 1 , 4 ) புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டில் ( x , y ) 
புள்ளி இருப்பின் x , y இவற்றின் தொடர்பு என்ன ? 

6. ( 1 , 2 ) , ( 2 , 3 ) , ( x , 4 ) புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் கொண்ட 
முக்கோணத்தின் பரப்பு 40 சதுர அலகுகள் ( Square Units ) 
எனின் x- ன் மதிப்பு என்ன ? 
7 . 

இயங்குவரைகளும் அவற்றின் சமன்பாடுகளும் ( Loci and 
their Equations ) 

முந்தின பகுதிகளில் புள்ளிகளின் தனித்தனி நிலையை எவ் 
விதம் சுட்டுவது என்பது பற்றிப் பார்த்தோம் . இப் பகுதியில் பல 
புள்ளிகளின் நிலையை ஒன்றாய்க் 
போம் . விதி யொன்றிற் கிணங்கியுள்ள புள்ளிகள் அனைத்தையும் 
ஒன்றுசேர்த்துக் குறிப்பிட இயலும் ; தாறுமாறாக உள்ள புள்ளி 
கள் ஒன்றுசேர்த்துக் குறிப்பிட வாரா . ஒரே கோட்டிலுள்ள 
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13 . 


புள்ளிகள் அனைத்தையும் ஒரு சமன்பாட்டால் குறிப்பிடமுடியும் . 
எடுத்துக்காட்டாக , 

( 1 ) ) ( 1 , 2 ) , ( 3 , 4 ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் கோட்டில் 
உள்ள புள்ளியொன்றின் ஆயத்தொலைகள் x , y எனின் அப் 
புள்ளிகளால் அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்புச் சுன்னமாகும் . 
ஆகவே , } { 1 ( 4 - y ) + 3 ( y - 2 ) + x ( 2 - 4 ) } 
( அ -து ) y - x - 1 . 


0 


அக் கோட்டிலுள்ள புள்ளிகளனைத்தின் x , y ஆயத் 
தொலைகள் இச் சமன்பாட்டில் பொருந்தும் . ஆதலின் , இது 
அக் கோட்டினையே குறிக்கும் . 
( 2 ) ( 2 , 3 ) புள்ளியிலிருந்து ( x , y ) - ன் தொலை 4 ஆயின் 
( x - 2 ) 2 + ( y - 3 ) 2 = 42 . 
( அ.து ) x2 + y2 - 4x -- 6y - 3 = 0 . 





இச் சமன்பாடு ( 2,3 ) புள்ளியை மையமாகவும் 4 ஐ ஆரை 
யாகவு முடைய வட்டத்தைக் குறிக்கும் . ஆகவே , இது இவ் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு எனக் கூறப்படும் . 
( 3 ) ( 3 , 4 ) , ( 2 , 1 ) புள்ளிகளுக்குச் சம தொலையிலிருக்கும் 
புள்ளிகளில் ஒன்று ( 3 , y ) ஆயின் 

( x - 3 ) 2+ ( y - 4 ) = ( x - 2 ) : + ( y -- 1 ) 2 . 
( அ.து ) x + 3y = 10 . 


முந்திய பயிற்சிகளில் , ஒரே வடிவ கணிதப்பண்புடைய புள்ளி 
யில் இயக்கம் ஒரு சமன்பாட்டைத் தரும் என்றும் , அச்சமன்பாடு 
புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு ஆகும் என்றும் அறிந் 
தோம் . பொதுப்படையாகப் பல புள்ளிகள் ஒரு விதிக்கிணங்க 
இருப்பின் அவை ஓர் இயங்குவரையில் அமையும் . இப் புள்ளிகள் 
அனைத்துக்கும் பொருந்தியும் , ஆனால் மற்றைப் புள்ளிகளுக்குப் 
பொருத்தமின்றியும் காணப்படும் சமன்பாடு இயங்குவரையின் 
சமன்பாடு எனப்படும் . 


ஒரு வளைவரையின் ( Curve ) நன்கறிந்த பண்பு ஒன்றினால் 
அதன் சமன்பாடு கண்டு , பின்னர் அதன் வாயிலாக வளைவரை 
யின் பல பண்புகளைக் காணுவது இக் கணிதத்தின் சிறந்த 
நோக்கமாகும் . 
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- 


8. பின் வருவன கருதத்தகுவன : 

1 . நிலையெண் . இது y ஆயத்தோடு ஒருபோகான 
கோட்டின் சமன்பாடு . 

y ஆயத்தின் சமன்பாடு x = 0 


2. } 


y == நிலையெண் . இது x ஆயத்தோடு ஒருபோகான 
கோட்டின் சமன் பாடு . 

X ஆயத்தின் சமன்பாடு y = 0 . 
3. XOY கோணத்தின் சமவெட்டி x = y . 
4. XOY கோணத்தின் சமவெட்டி x = -y. 


மாதிரி 7 : 

( 0 , 1 ) புள்ளியிலிருந்து உள்ள தொலையின் இரு மடங்கு 
x ஆயத்திலிருந்துள்ள தொலையாகக் கொண்டு ஒரு புள்ளி இயங்கு 
மெனின் , அப் புள்ளியின் இயங்குவரைச் சமன்பாடு என்ன ? 


இவ் விதிக்கிணங்கிய புள்ளிகளில் ஒன்று P ( x , y ) என்றும் , 
N ( 0 , 1 ) என்றும் கொள்வோம் . x ஆயத்துக்கு நேர்குத்தாக 
PM ஐ வரைக . 


(xy ) 


P 


NN 


O 


படம் 9 


PN 


- 


2PM . 


( அ - து ) PN2 4PM2 . 
( அ.து ) x2 + (y- 1 ) 2 = 4y2 . 
( அ.து ) x2 = 3y3 - 2y + 1 = 0 . 


-- 


- 


புள்ளிகளும் இயங்குவரைகளும் 
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மாதிரி 8 : 

( 2 , -3 ) , ( 3 , 4 ) புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டின் நடுக் 
குத்துக் கோட்டின் ( Perpendicular Bisector ) சமன்பாட்டினைக் 
காண்க . 


நடுக்குத்துக் கோட்டில் இருக்கும் புள்ளி ஒவ்வொன்றும் 
A , B- க்குச் சமதொலைவில் இருக்கும் . நடுக்குத்துக் கோட்டில் 
இருக்கும் புள்ளிகளில் ஒன்று P [ x , y ) என்று வைத்துக்கொள் 
வோம் . 


- 
-- 


PA - PB . 
( அ - து ) PAS PB2 . 
( x --- 2 ) 2 

2 ) 2 + ( 3 + 3 ) 2 
( ஆ - து ) x -- y = 6 . 


பா 


( x -- 3 ) 2 + { y + 4 ) 3 . 


பயிற்சிகள் 3 


1. ( 3 , 4 ) , ( 5 , --- 2 ) புள்ளிகளுக்குச் சமதொலைவில் இருக்கும் 
புள்ளியின் இயங்குவரை x -- 3y = 1 என்று நிறுவுக . 


2. ( 3 , 4 ) புள்ளியிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் தொலை 5 ஆயின் , 
அதன் இயங்குவரை 2 + 2 6 | 8y = 0 என நிறுவுக . 


3. ( 2 , 1 ) , ( 1,2 ) புள்ளியிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் தொலை 
யிடையுள்ள தகவு 2 : 1 எனின் , புள்ளியின் இயங்குவரை என்ன ? 


4. ( 2 , 3 ) , ( 3 , 2 ) புள்ளிகளிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் தொலை 
களின் இருபடிக் கூட்டுத்தொகை நிலையானது எனின் , அப் 
புள்ளியின் இயங்குவரை என்ன ? 


5. பின்வரும் இயங்குவரைகளை வரைக : 

( 
( 2 ) 3x + 2y + 7 = 0 .. 


( 3 ) 


+ 


1 . 


3 


- 
- 


( 4 ) x2 + ya 
( 5 ) x2+2 


4 


- by - 3 = 0 . 
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6. ( 2,3 ) , ( -3 , 4 ) புள்ளிகளோடு கூடி 8.5 பரப்புடைய 
ஒரு முக்கோணம் அமைய ஒரு 

இயங்குமெனின் 
( x + 5y ) ( x + 5y -- 34 ) = () என்று நிறுவுக . 


புள்ளி 


7. ஆதியிலிருந்து உள்ள தொலையின் இருமடங்கு : ஆயத்தி 
லுள்ள தொலையாகக் கொண்டு ஒரு புள்ளி இயங்குமெனின் , 
அதன் இயங்குவரையின் சமன்பாடு என்ன ? 


- 


8. A , B நிலைப்புள்ளிகள் ( a , 0 ) ( - 3 , 0 ) எனின் , பின்வரும் 
விதிகளின்படி இயங்கும் P புள்ளியின் இயங்குவரைச் சமன் 
பாட்டினைக் காண்க : 

( 1 ) PA2 + PB2 நிலையெண் . 
( 2) PA2 PB2 2K2 . 

( K நிலையெண் ) 
( 3 ) PA + PB = K. 

( 
( 4 ) PA = K PB . 

( 

) 
( 5 ) PA2 + PB2 = 2PCS . இங்கு C புள்ளி ( c , 0 ) 

( c நிலையெண் ) ஆகும் . 


9. ஒரு 


புள்ளியின் ( -1 , (0 ) - லிருந்துள்ள தொலை , 
( 0 , 2 ) - லிருந்துள்ள தொலையின் மும்மடங்கு எனின் ,, அப் 
புள்ளியின் இயங்குவரை யாது ? 


10. முக்கோணம் ABC- ன் முனைகளான A , B நிரலே 
( 1 , - 6 ) , ( 3 , -8 ) என்றும் , C வழிச் செல்லும் நடுக்கோட்டின் 
நீளம் 5 என்றுமிருப்பின் , C- யின் இயங்குவரையினைக் காண்க . 


2. கோடுகள் 
( Straight Lines ) 


1. குறித்த இரு புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன் 
பாடு . - குறித்த புள்ளிகள் ( x1 , y1 ) , ( x2 , y , ) என்று கொள் 
வோம் . அவற்றின் வழிச் செல்லும் கோட்டில் உள்ள புள்ளி 
களில் ஒன்றான P- ஐ ( x , y ) என்று கொள்க . 


- 


ஆகவே , ( x , y ) , ( x1 , y1 ) , ( x2 , 12 ) ஒரே கோட்டில் உள்ள 
புள்ளிகளாகும் . 

இப் புள்ளிகளால் அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்பு 
சுன்னமாகும் . 

ஃ } { x ( y1 - y2 ) + x1 ( y2 - y ) + x2 ( y - y1 ) } = 0 . 
( அ - து ) x ( y1 - y2 ) - y ( x1 - $ 2 ) + x1ye - x2y1 = 0 . 
( அ - து ) x ( y1 - y2 ) - y ( x1 - x2 ) + xy1 

* 231 

+ xyz - xy1 = 0 . 
( அ - து ) x (y1 - y2 ) -y ( x ] - x2 ) + y1 ( x1 - x2 ) 

- x1 ( y1 - Y2 ) = 0 . 
( அ - து ) ( x - x ] ) { y1 - y2 ) --- ( y - y ) ( x1 - x2 ) = 0 . 

* 1 

* 2 11 
இக் கோட்டினை ( x2 , ya ) , ( x1 , y1 ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் 
கோடு எனக் கருதினால் , இதன் சமன்பாடு 


- 


y1 


11 


y 


* 


X2 
* 2 


y y2 
y - 12 


ஆகும் . 


பிறிதொரு முறை 

A , B புள்ளிகள் { xy , y ] ) , ( x2 , ya ) என்றும் AB- ல் உள்ள 
ஒரு புள்ளி P ( x , y ) என்றும் கொள்வோம் . AM , BN இவற்றை 
OX- க்கு ஒருபோகாகவும் , AN , PN 

இவற்றை 0Y- க்கு 
2 
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ஒருபோகாகவும் வரைக . AMP , BNA வடிவொத்த முக்கோணங்க 
கள் ( Similar Triangles ) என்று எளிதிற் காணலாம் . 


Y 


P ( x , 3 ) 


B { xzg2 } ALx:) 


2 


0 


படம் -10 


AM 
BN 


MP 
NA 


இங்கு 


AM 


- 


BN 


21 


- 


MP 


- 
-- 


- 


NAL 


32 
y y1 
y - y2 

y = y1 
y1 - 2 


* 


* 1 


* 1 . 


- 


மாதிரி 1 : 

ABCD நாற்சிறையின் உச்சிகள் ( 1, 2 ) (-2 , -1 ) , ( 6, 8 ) 
( 3 , 6 ) எனின் மூலவரைகளின் சமன்பாடுகளைக் காண்க . 

AC மூலவரை A ( 1 , 2 ) , C ( 6 , 8 ) புள்ளிகளை இணைக்கும் 
கோடாகும் . 

1 
AC- ன் சமன்பாடு 

y 

2 
1 6 

2 8 
( அ - து ) 6x 5y 
BD மூலவரை B ( -2 , -1 ) , D ( 3 , 6 ) புள்ளிகளை இணைக்கும் 
கோடாகும் . 

3 
BD- ன் சமன்பாடு 

y 6 
2 3 

1 6 
( அ - து ) --73 - 5y = -9. 


4 . 


கோடுகள் 
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மாதிரி 2 : 


அமைந்த 


( 1 , 2 ) , ( -3 , - 5 ) ( 2 , 3 ) , புள்ளிகளால் 
முக்கோணத்தின் நடுக்கோடுகள் யாவை ? 


E (3 ) 


( -3..3 ) 


( 12,30 


( -1 ) 


D- ன் ஆயத் தொலைகள் - 3 + 2 , -5-3 


படம் 11 
இம் முக்கோணத்தை ABC எனக் கொண்டால் , அதன் நடுக் 
கோடுகள் AD , BE , CF. இங்கு D , E , F நிரலே BC , CA , 
AB- ன் நடுப் புள்ளிகளாகும் . 

3 + 2 5 + 3 
2 

2 
( அ - து ) D (-1, - 1 ) 

1 y - 2 
AD- ன் சமன்பாடு 

1 + } 2 + 1 

( அ - து ) 2x = y . 
இம்மாதிரியே BE- ன் சமன்பாடு 5x = 3y 

CF- ன் சமன்பாடு 3x == 2y 
2 , ஆயங்களில் வெட்டுத்துண்டுகளால் ( Intercepts ) கோட் 
டின் சமன்பாட்டினைக் காணல் : 

ABP கோடு ஆயங்களை A , B புள்ளிகளில் வெட்டும் என்றும் , 
OA = a , OB = b என்றும் , இக் கோட்டின்கண் புள்ளியாண 
P- ஐ ( x , y ) என்றும் கொள்க . 

9 


( x ) 


8 


( 0. தி 





A 
{ a , 01 


படம் 12 


- 
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ஆகவே , ( x , y ) , ( a , 0 ) , ( 0 , b ) புள்ளிகளால் அமைந்த 
முக்கோணத்தின் பரப்பு சுன்னமாகும் . 
ந + 

0 
ab . 


- 


bx + ay 


- 


* + = 1. 


பிறிதொரு முறை 
OX , OY ஆயங்களை OA - a , OB = b 

b ஆக வெட்டுங் 
கோட்டிலுள்ள புள்ளிகளுள் ஒன்றான P- ஐ ( x , y ) என்று 
கொள் வோம் . 


P 


4 


AA 


படம் - 13 


இங்கு OM = x , MP = y . 

MA 
AMP , AOB வடிவொத்த முக்கோணங்கள் ஆதலால் 

MP OB 
MA OAL 
y 

b 


- 


( அ - து ) bx + ay = ab , 


-- 


கோடுகள் 
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சமன்பாட்டினை ab- யால் வகுத்தால் 


* + ! = 1 . 


மாதிரி 3 : 


( 2 , 3 ) வழிச்செல்லும் கோடு 0Y- ல் பிறப்பிக்கும் வெட்டுத் 
துண்டு OX- ல் பிறப்பிக்கும் வெட்டுத் துண்டினும் இருமடங்கு , 
பெரியதாகின் , அக் கோட்டின் சமன் பாட்டினைக் காண்க . 


B 


2K 


O 


K 


X 


- 


படம் - 14 
இங்கு 2 OAT 

OB . 
OA = k எனின் , 0B = 2k . 
ஆகவே , AB- ன் சமன்பாடு 


* + 2-1 


+ 


* 


இக் கோடு (2 , 3 ) வழிச் செல்வதால் 
2 3 

1 
k 2k 


+ 


( அ - து ) 1-1 ; k = 7 
ஃ கோட்டின் சமன்பாடு 2* + } - 1 


I 


( அ - து ) 2x + y = 7 . 
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மாதிரி 4 : 

ஆயங்களின் இடைப்பட்ட ( - 2 , 3 ) வழிச்செல்லும் 
கோட்டின் பகுதியை அப்புள்ளி 2 : 3 தகவுக்கேற்பப் பிரிப்பின் 
கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 

( - 2 , 3 ) -ஐ P எனவும் , OA = a , OB = b எனவும் கொள்க . 
ஆகவே , A (-a , 0 ) , B ( 0 , b ) ஆகும் . 


AP 
PB 


- 
- 


- 


2 
3 


D 
து 


P- ன் ஆயத்தொலைகள் 


3a 25 
5 - 5 


x 


A 


X 


yir 


படம் -5 
ஆகவே , - 2 = -35 3 = 3 

- 19 , b = 13 
AB- ன் சமன்பாடு * . + = 1 


( அ - து ) 


y 
15 


1 


10 
3 


2 


( அ - து ) 9x - 4y + 30 

- = 0 


கோடுகள் 
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3. ஆதியிலிருந்து கோட்டிற்கு வரையும் நேர்குத்துக் 
கோடு , அக்கோடு x ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணம் 
இவற்றின் மூலம் கோட்டின் சமன்பாட்டினைக் காணல் . 


படம் 16 . 


ஆதியிலிருந்து AB- க்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடு OL 
= p என்றும் , XL 

= ! என்றும் கொண்டால் 
OA = p sec d 
OB = pcosecol * 
cosec d 0 yoooo 

y 
ஃ கோட்டின் சமன்பாடு 

1 
OA ОВ 


- 


( அ - து ) 


1 


y 
+ 
Psecol p cosec d 
x Cos + ysin d = p 


( அ - து ) 


குறிப்பு : கோட்டின் எந் நிலையிலும் p- ஐ மிகையாகவே 
கருதி XSL கோணத்தை OX- லிருந்து இடமாக அளந்தால் இச் 
சமன்பாடு அந் நிலைக்கெல்லாம் பொருந்தும் . 


13 


O 


படம் 17 . 
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P 


B 


8 


L 


y 


( iv ) 

படம் 17 . 
எல்லா நிலைகளுக்கும் கோட்டின் சமன்பாடு 

x cos 4 + y sin d = p . 
x ஆயத்தோடு 

கோணம் 0 சாய்ந்து ) ஆயத்தில் 
வெட்டுத் துண்டு - பிறப்பிக்கும் கோட்டின் சமன்பாடு . 


4. x 


Y ) 


B 


18 


O 


A 


Y 


C 


K 


y 


( iv ) 
படம் 18 . 
( iii ) , ( iv ) படங்களில் C யும், ( 1 ) , ( iii ) படங்களில் x- ஆயத் 
தின் வெட்டுத் துண்டுகளும் குறை - மதிப்புடையன . எல்லா 
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முறையே 


வகைகளிலும் ஆயங்களின் வெட்டுத்துண்டுகள் 
c cot G , C என எளிதிற் காணலாம் . 





கோட்டின் சமன்பாடு 


சயை 
-- 


1 


+ 
- C cota 


( அ - து ) y = x tan e + c . 


tan a க்குப் பதில் m என்று எழுதுவது வழக்கம் . ஆகையால் 
m , x ஆயத்தோடு கோடு பிறப்பிக்கும் கோணத்தின் இருக்கை 
யைக் ( Tangent ) குறிக்கும் . 

கோட்டின் சமன்பாடு y = mx + c என்றும் வரும் . 


5. Ax + By + C = 0 சமன்பாடு ஒரு கோட்டினையே 
குறிக்கும் என நிறுவுதல் . 

( x1 , y1 ) , ( x2 , y2 ) , ( xg , ys ) புள்ளிகள் இச்சமன்பாடு குறிப் 
பிடும் இயங்குவரையில் உள்ளன என்று கொள்வோம் . 

Ax1 + By1 + C = 0 
Ax2 + By2 + C = 0 

Axs + By : + C = 0 . 
இச் சமன்பாடுகளை முறையே 12 - ys , ys - y1 , y1 - y2- ஆல் - 
பெருக்கி வரும் தொகைகளைக் கூட்டின் 

A. [ x1 ( y2 - ys ) + xg ( ys - y1 ) + xs ( y1 - y2 ) ] = 0 . 
A- க்குச் சுன்ன மதிப்பு இல்லையெனின் 

x1 ( y2 - y :) + x2 ( ys - y1 ) + xs ( y1 - ys ) = 0 . 


அஃதாவது ( 31 , y1 ) , ( x2 , y2 ) , ( xg , ys ) , புள்ளிகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்பு சுன்னமாகும் . ஆகவே , 
இம் முப்புள்ளிகளும் ஒரே கோட்டில் உள . இவ் வியங்குவரை 
யில் மூன்று புள்ளிகள் எடுத்தால் அவை மூன்றும் ஒரே கோட்டில் 
இருப்பதால் , இவ் வியங்குவரை ஒரு கோடேயாகும் . 


பிறிதொரு முறை 

இவ் வியங்குவரையில் உள்ள P , Q புள்ளிகளின் ஆயத் 
தொலைகள் ( 31 , y1 ) , ( x2 , y2 ) எனக் கொண்டால் 
Ax1 + By1 + C 

... ( 1 ) 
Ax , + By : + C = 01 


-8 } 
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+ 


1 + K 


PQ- ஐ R , K : 1 தகவுக்கேற்பப் பிரித்தால் , R- ன் 

R- ன் ஆயத் 
தொலைகள் 

31 + Kx2 y1 -|- Ky2 

1 + K 1 + K 
இப் புள்ளியும் இயங்குவரையில் இருப்பின் 
A ( x1 + Kx2 ) B { y1 + Ky; ) 

+ . 

1+ K 
( அ - து ) Ax1 + By1 + C + K ( Ax2 + Bye + C ) = 0 
K- ன் மதிப்பு எதுவாயினும் இக் கட்டுப்பாடு ( 1 ) -ஆல் உண்மை 
யாகும் . K- ன் மதிப்புகளுக்கு நேர் நிலையாக P , Q புள்ளிகள் 
வழிச் செல்லும் கோட்டில் உள்ள புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் 
வரும் . ஆகவே , P , Q இயங்குவரையில் இரு புள்ளிகள் எனக் 
கொண்டால் அவற்றை இணைக்கும் கோட்டிலுள்ள புள்ளிகள் 
அனைத்தும் இவ் வியங்குவரையில் இருக்கும் . எனவே , இவ் 
வியங்குவரை ஒரு கோடேயாகும் . 

6. குறிப்பிட்ட கோட்டினைப் பொறுத்த அளவில் A , B , C 
நிலையெண்களாகும் . 

Ax + By + C = 0 கோட்டின் ‘ m - ஐக் காண y = mx + c 
வகைப்படி எழுதுதல் வேண்டும் . 

A 

C 
அப்பொழுது m = --- 

B 
இக் கோடு : ஆயத்தோடு 45 ° சாய்ந்திருப்பின் 

A 

tan 45 ° = 1 


8 


- 


வர் 
T 


A B 
மேலும் , இக் கோடு y- ஆயத்தில் வெட்டுத்துண்டு 5 

C 
எனின் 

5 C = - 5B . 

B 
ஆகவே , இக் கோட்டின் சமன்பாடு 

- Bx + By - 5B = 0 . 
( அதாவது ) x - y + 5 
இவ்வாறு குறிப்பிட்ட ஒரு கோட்டின் சமன்பாட்டிலுள்ள 
நிலையெண்களைக் காண இயலும் . 

x ஆயத்தோடு 45 சாய்ந்து y ஆயத்தில் வெட்டுத்துண்டு 
5 - ஐப் பிறப்பிக்கும் கோடு ஒன்றுதான் உண்டு . ஆகையால் ,, 
ஒவ்வொரு கோட்டுக்கும் ஒரு நிலையெண் தொடர் ( Set of 
Constants ) உண்டு . தலைமாற்றி யுரைப்பின் சமன்பாட்டில் வரும் 
ஒவ்வொரு நிலையெண் தொடருக்கும் ஒரு கோடு உண்டு. 
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- 


17 துகாறும் ஒரு கோட்டின் சமன்பாட்டினைப் பல்வேறு 
தமாகக் கண்டோம் . அவை பின்வருமாறு : 

( 1 ) y = mx + C 
) 

+ ) 1 
( 3 ) x cos ! + y sin al P 

( 4 ) Ax + By + C == 0 . 
குறித்த இரு புள்ளிகளின் வழிச் செல்லும் , அல்லது குறித்த 
போக்கோடு குறித்த கோணத்தைப் பிறப்பித்துக் குறித்த 
புள்ளிவழிச் செல்லும் என்பது போன்ற இரு கட்டுப்பாடுகள் 
உடைய ஒரு கோட்டின் சமன்பாட்டில் தம்முள் தொடர்பற்ற 
இரு எண்கள் இருக்கும் . 


நான்காவது வகை நீங்கிய மற்றைய வகைகளிலெல்லாம் 
இரு எண்களே உள் . நான்காவது வகையில் மூன்று எண்கள் 
இருப்பினும் அம் மூன்றுள் ஓர் எண்ணைக்கொண்டு வகுத்து 
இரண்டு எண்கள் வரச்செய்யலாம் . எடுத்துக்காட்டாக , B ஆல் 
வகுத்தால் நான்காவது சமன்பாடு 
A C 

என்று வரும் . 
B 

B 


- 


- 


M , 


யோன 


By 


ந 


A 

C 
இங்கு 

= c என்று கொண்டால் முதல் வகை 
B 

B 
y = mx + c வரும் . 

AX 
C ஆல் வகுத்தால் 

= 1 என்று வரும் . 

C 

C 
இங்கு 

= b என்று கொண்டால் இரண்டாவது 
A 

B 

2 
வகையான 

= 1 வரும் . 
b 


C 


- 


- 


+ B2 


- 


MA2 + B2 ஆல் வகுத்தால் 
AL B 

C 
x + y 

என்று வரும் . 
NA2 + B2 VA2 + B2 

VA2 
A 

B 
cos d எனக் கொண்டால் , sind 
VA2 + B2 

VA2 + B2 
C 

-ஐ P எனக் குறித்தால் நான்காவது வகையான 
NA2 + B2 
x cos c + y sin ol = p வரும் . 


- 
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இதனால் , ஒரு வகையை மற்றொரு வகையாக மாற்றலாம் என்று 
அறியலாம் . 


8 ஏனைய வகைகள் . ( 1 ) ( xy , y ) புள்ளிவழிச் செல்லும் 
குறித்த ‘ m சாய்வு வீதம் உடைய கோட்டின் சமன்பாடு . 

y = mx + c எனக் கோட்டின் சமன்பாட்டினைக் கொள் 
வோம் . (x1 y1 ) வழியாக இக் கோடு செல்வதால் இச் சமன் 
பாட்டில் 31 , y1 இணங்கவேண்டும் . 

y1 | 

mx ] + c . 
( அ - து ) c = 11 mx ] . 
ஆகவே , சமன்பாடு y = mx + y1 mx ] என்று வரும் . 

( அ - து ) y - y1 = m ( x - x ) 


- 


- 


ப 


( 2 ) ( x1 , y] ) வழி OX ஒரு கோணம் பிறக்கும் கோட்டின் 
சமன்பாடு . 

P ( x , y ) என்றும் , A ( x1 , y1 ) என்றும் A- யிலிருந்து 
P- யின் தொலை r என்றும் கொள்வோம் . 

OX- க்கு 
இணையாகவும் , PM- ஐ 0Y- க்கு இணையாகவும் வரைக . 


AM- ஐ 


Y 


K 


10 


* 


31 


-- 


Iy 

படம் -19 
AM = AP cos 8 , MP = AP sin a 
இங்கு AM = x - x1 , MP 

x1 , MP = y = yl 

T cos 8. y = y = r sins. 
இக் கோட்டின் சமன்பாடு 

y - 11 
cos 0 

sin 
இங்கு tan a = m எனின் , y - } 1 = m ( x - x1 ) என்று கோட் 
டின் சமன்பாடு வரும் . 

வ்வகையால் குறித்த இரு புள்ளிகளின் வழிச் செல்லும் 
கோட்டின் சமன்பாட்டினைக் காணலாம் . எடுத்துக்காட்டாக , 


- 


- 
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( 1 , 2 ) ( 3 , 4 ) குறித்த இரு புள்ளிகள் எனக் கொள்வோம் . 
கோட்டின் சாய்வு வீதம் • m என்று கொண்டால் ( 1 , 2 ) வழி 
இக் கோடு செல்வதால் அதன் சமன்பாடு 

y- 2 = m ( x - 1 ) 
( 3 , --- 4 ) புள்ளி இக் கோட்டில் இருத்தலின் 
4 2 = m ( 

31) 

3 
கோட்டின் சமன் பாடு y - 2 = - 3 ( x - 1 ) 

( அ - து ) 33 + y 5 . 
இவ்வகையால் குறித்த புள்ளி ( x1 + 1 ) -லிருந்து அக் கோட்டில் 
இருக்கும் புள்ளி ஒன்றின் தொலை தெரியவரின் அப் புள்ளியின் 
ஆயத்தொலைகளை எளிதிற் காணலாம் . 

அவை x = x + r cost . y a y1 + r sins. 


- 


- 


மாதிரி 5 : 
( 4 , 1 ) புள்ளிவழி : ஆயத்தோடு கூடி 135 ° பிறப்பிக்கும் கோடு 
வழி அப் புள்ளியிலிருந்து 3x + y = 0 கோட்டின் தொலை என்ன ? 
( 4 , 1 ) வழி x ஆயத்தோடு கூடி 135 ° பிறப்பிக்கும் கோட்டின் 

4 
சமன்பாடு 

sin 135 ° 
இக்கோட்டில் ( 4 , 1 ) - லிருந்து 7 தொலைக்கப்பால் இருக்கும் 
புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( 4 + r cos 135 , 1 + r sin 135 ° ) . 


- 
- 


-- 


cos 1359 


( அ - து ) 

42 W2 / 
3x -- y = 0 கோடு ( 4 , 1 )-லிருந்து இக் கோடுவழி - தொலைக் 
கப்பால் இருப்பின் 4 

12 
இருக்கும் . 


1 


/ 


V 


+ 


0 


3 ( 4-1 ) - ( 1 + / ) 

11/2 


- 
-- 


- 


- 


- 
- 


- 


- 


-- 


குறிப்பு . 

கோட்டினை 
COS 0 sing 

1 
என்று எழுதுவதும் உண்டு. இங்கு 12 + m2 = 1 . 
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9. Ax + By + C = 0 கோடு , P ( x 1 , y1 ) 32. ya ) 
புள்ளிகளை இணைக்குங் கோட்டினை எத் தகவுப்படி பிரிக்குமெனக் 
காணல் . 


- 


P ( x > * ) 


a { x2 , 2 ) 


R 


Ax + By + c = 0 

படம் - 20 


- 


9 


Ax + By + C = 0 கோட்டினை PQ , R- ல் வெட்டுமெனவும் 
PR 

K எனவும் கொள்வோம் , 
RQ 
அந்நிலையில் R- ன் ஆயத்தொலைகள் 

Kx2 + x1 Ky2 + y1 

K + 1 K +1 
Ax + By + C = 0 - ல் R இருத்தலின் 
A ( KX2 + 1 ) B ( Ky2 + yil 
+ 

+ C = 0 
K + 1 

K +1 
( அ - து ) K ( A.x2 + By2 + C ) + ( Ax ] + By1 + C ) = 0 

Ax ] + By1 + C 
K 

Ax2 + By , + C 


- 
- 


கிளைத்தேற்றம் : 1. Ax1 + By1 + C , Ax2 + By : + C 
ஒரே குறியுடையதாய் இருப்பின் K- ன் மதிப்புக் குறையாகும் . 

அந் நிலையில் R , PQ- க்கு வெளியே இருக்கும் . ஆகவே , 
Ax + By1 + C , Ax2 + By2 + C ஒரே குறியுடையதாகின் P , Q 

Ax + By + C = 0 கோட்டினுக்கு ஒரே பக்கத் 


புள்ளிகள் 
தனவாகும் . 


கிளைத்தேற்றம் : 2. A $ 1 + By1 + C , Ax2 + Bys + C 
மாறுபட்ட குறியுடையதாயின் Ax + By + C = 0 கோடு PQ- ஐ 


-- 
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வெட்டும் புள்ளி R , PQ- ன் உள்ளிருக்கும் . அந் நிலையில் 
P , Q புள்ளிகள் Ax + By + C () கோட்டின் இரு பக்கத் 
தனவாகும் . 
மாதிரி 6 : 

y -- * + 2 = 0 கோடு P ( 8,9 ) , Q ( 3 , - 1 ) புள்ளிகளை இணைக் 
குங்கோட்டினை R- ல் 3 : 2 என்னும் தகவில் பிரிக்கும் என நிறுவுக . 


P ( 8,9 ) 


R 


y - x + 2 = G 


a ( 3 , -1) 

( 


K + ? 


- 


படம் . 21 
PR 

= K என்று கொள்க . 
RQ 

3K + 8 K +9 
R- ன் ஆயத்தொலைகள் 

K + 1 Kt1 
R ஆனது y = x + 2 

0- ல் இருத்தலின் 
- K + 9 3K +8 
K +1 

K + 1 
(அ - து ) K + 9 - ( 3K + 8 ) + 2 ( K + 1 ) = ) 
-2K + 3 = 0 . 

3 
* K 

2 
PR 

3 
RO 2 


2 


- 


- 


- 


- 
* 


மாதிரி 7 : 

3x - 2y 1 கோட்டிற்கு ஆதியின் எதிர்ப் பக்கத்திலும் , 
23 - 3y = 1 கோட்டிற்கு ஆதியின் தன் பக்கத்திலும் ( 3 , 2 ) 
புள்ளி உண்டு என நிறுவுக , 
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பாம் 


பொக 
- 


- 


முதற்கோட்டின் சமன்பாடு 32 - 2y -1 10 , 

Ax + By1 + C , Ax2 + By2 + C மாறுபட்ட குறியுடைய 
தாயின் Ax + By + C = 0 கோட்டின் இரு பக்கத்திலும் ( x 1 , y1 ) , 
( 22 , 2 ) இருக்கும் . 
ஆதியிடத்து 3x -- 2y 1 - ன் மதிப்பு 

1 . 
( 3 , 2 ) இடத்து 38 -- 2y - 1- ன் மதிப்பு + 4 . 

ஆகவே , ஆதியும் , ( 3 , 2 ) -ம் 3x - 2y - 1 0 - க்கு இரு 
பக்கத்திலும் உள்ளன . 

ஆதியிடத்து 2x 3y - 1 - ன் மதிப்பு 
( 3 , 2 ) இடத்து 2x --- 3y - 1 - ன் மதிப்பு . 1 . 

ஆகவே , ( 3,2 ) - ம் , ஆதியும் , 2x 3y - 1 0 - க்கு ஒரே 
பக்கத்தில் உள . 


1 . 


ப 


1 . 


பயிற்சிகள் 44 
பின் வரும் கோடுகளின் சாய்வு வீதங்கள் யாவை ? 

5y 

7 . 
( 2 ) 3x + 4y 2 0 . 


( 1 ) 2x 


- 


ta 


- 


} 


- 


( 3 ) 


1 . 


a 


( 4 ; x cos of + y sin c ! 


p . 


2 பின் வரும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன் 
பாட்டினைக் காண்க : 

( 1 ) ( 3 , 4 ) , ( - 5 , 6 ) . 
( 2 ) ( 2,4) , ( 0,1) . 
( 3 ) ( 2 , -- 6 ) ( - 3 , 7 ) 
( 4 ) ( -- 1 , -- 2 ) , ( - 3 , - 4 ) . 


3. ( 1 , 1 ) , ( - 9,5 ) , ( 6 , -- 1 ) புள்ளிகள் ஒரே கோட்டில் 
உளவென நிறுவுக . 


4 . பின் வருஞ் சமன்பாடுகளை வெட்டுத்துண்டு வகைப்படி 
எழுதி , ஆயங்களில் பிறக்கும் வெட்டுத்துண்டுகளைக் காண்க : 

( 1 ) 7x - 8y = 15 . 
( 2 ) 4+ 5y 12 = 0 . 
( 3 ) 2x + y 6 . 
( 4 ) 5x + 7y + 8 == 0 . 


-- 
- 
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5 பின் வருங் கோடுகளின் சமன்பாட்டினைக் காண்க : 

( 1 ) ( -1 , 2 ) வழி -8 சாய்வு வீதம் உடைய கோடு . 

( 2 ) x ஆயத்தில் வெட்டுத் துண்டு 4 பிறப்பிக்கும் , 
( 2 , -3 ) வழிச் செல்லும் கோடு . 

( 3 ) ஆதி , ( 2 , 7 ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லுங் கோடு . 
( 4 ) p = 5 , 135 ° உடைய கோடு . 

( 5 ) ( 2 , 5 ) வழி ஆயங்களில் சமவெட்டுத் துண்டுகள் 
பிறப்பிக்குங் கோடு . 


6. பின் வரும் 

சமன்பாடுகளை * cos o + y sin d = p 
வகைக்கு மாற்றுக : 

( 1 ) 3x + 4y = 15 . 
( 2 ) 12x 

5y + 10 = 0 . 
7 ( 3 , 1 ) , ( 5 , - 1 ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் 
ஆயங்களில் சமவெட்டுத் துண்டுகளைப் பிறப்பிக்கும் என நிறுவுக . 


கோடு 


- 


8. பின் குறித்த புள்ளிகளால் அமைந்த 

அமைந்த முக்கோணங் 
களின் பக்கங்களைக் காண்க : 

( 1 ) ( 2 , 5 ) . { 3 , 2 ) , ( 0 , - 3 ) . 
( 2 ) ( -1 , 2 ) , ( 3 , 2 ) , ( -3 , -4 ) . 


9. { 1 , 2 ) , ( 2 , 3 ) , ( -3 , - 5 ) புள்ளிகளால் அமைந்த முக் 
கோணத்தின் நடுக்கோடுகள் ( medians ) யாவை ? 

10. ( 2 , - 1) , ( 1 , 1 ) புள்ளிகள் 3x + 2y = 6 கோட்டி னுக்கு 
ஆதி பக்கத்தில் உண்டு , இல்லை என்பதைக் காண்க . 

11. ( 1 , - 2 ) , ( 3 , 1 ) புள்ளிகளை இணைக்குங் கோடு ( 4 , -1 ) 
( -1 , 1 ) புள்ளிகளை இணைக்குங் கோட்டினை எத் தகவுப்படி 
பிரிக்கும் ? 

12. ( x ) , yo ) நிலைப்புள்ளிவழிச் செல்லும் கோட்டின் 
ஆயங்களிடைப்பட்ட பகுதியின் நடுப்புள்ளி இயங்குவரை 

Xo 10 
+ 

1 என நிறுவுக .. 

2y 
13. ஆயங்கள் இடைப்பட்ட ஒரு கோட்டின் பகுதியை 
( x1 , y1 ) 

பங்காகப் பிரித்தால் , கோட்டின் சமன்பாடு 
y 

1 என நிறுவுக . 
2x1 

3 


2x 


சம 


+ 


- 


2y1 


-- 
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---- 


14 . 4x + 3y = 12 , 4x + 3y == 3 ஒருபோகான கோடுகளுக் 
கிடையில் ( -2 , -7 ) வழிச் செல்லும் ஒரு கோட்டின் நீளம் 
3 எனின் , அக் கோட்டின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 

15. ( 3 , 5 ) , ( 4 , 6 ) புள்ளிகள்வழிச் செல்லும் கோட்டின் 
சமன்பாடு என்ன ? ஆயங்களின் இடைப்பட்ட இக் கோட்டுப் 
பகுதியின் நீளம் என்ன ? இப் பகுதியை x = 10 கோடு 
எத் தகவுப்படி பிரிக்கும் ? 
16. மாறா 

இராசியெனின் ஆயங்களின் இடைப்பட்ட 
x cos d + y sin c -- p = 0 கோட்டுப் பகுதியின் நடுப்புள்ளி 
இயங்குவரையைக் காண்க . 
10. இரு கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி . 

கோடுகளின் சமன்பாடுகள் ax + by + 0 , 
ay x + b ] y + c = 0 என்று கொள்வோம் . க் கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் இச் சமன்பாடுகளில் 
பொருந்த வேண்டும் . ஆகவே , இச் சமன்பாடுகளை விடுவித்தாவ் 
வெட்டும் புள்ளியின் ஆயத்தொலைகளைக் காணலாம் . வெட்டும் 
புள்ளியை ( x1 , y ] ) என்று கொண்டால் 

ax ] + by1 + c = 0 
ax ] + bay1 + c = 0 
31 

l 
bc ) -- bic 

cal 

Cla ab1 - 01b 
bc - bic 

Cla 
எனவே , வெட்டும் புள்ளி 

aby - ayb abi - alb 
குறிப்பு : abi - alb 
தொலைகளின் மதிப்புப் பொருளற்றதாக ஆகின்றது . 
abi anb = 0 எனின் - இந் நிலையில் இரு கோடு 

bi 
களும் ஒருபோகானவை என்று 13 ஆவது பகுதியில் நிறுவப் 
படும் . 
11. மூன்று கோடுகள் ஒரே புள்ளிவழிச் செல்வதற்கு விதி . 

கோடுகளின் சமன்பாடுகள் ax + by + c = 0 , 
al x + b1 y + c = 0 , aa x + b , y + ca = 0 என்று 
கொள்வோம் . 

இம் முக்கோடுகளும் ஒரே புள்ளிவழிச் செல்ல , மூன்றாவது 
கோடு முதல் இரு கோடுகள் வெட்டும் புள்ளிவழிச் செல்லுதல் 
வேண்டும் . 


- 


cal 


- 


( மே 


ப 


-01 


- 


- 


- 


கோடுகள் 
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முதல் கோடுகள் வெட்டும் 

புள்ளியாகிய 
- bic 

cal Cla 
alb ab | 

alb 
bc ) -- bic cal --c1a 

+ b , abi - 16 

+ c2 = 0 . 
( அ - து ) az ( bc1 - bic ) + b , ( cai - cya ) + c ) ( abi - alb ) = 0 . 


aa abi 


ayb 


- 


மாதிரி 8 
2x + 7y = 25 , 7x - 

- 2y = 8 கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 
யாது ? 
இவ்விரு சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் 

2x + y - 25 0 . 
7x - 2y 8 0 . 


-- 


- 


-- + 16- - - 


56 


50 


175 + 16 


- 


49 


* 


( அ.து ) 


y 
159 





106 


- 


- 53 


- 


x = 2 , y 3 . 
வெட்டும் புள்ளி ( 2 , 3 ) 


.. 


- 


- 


பட்ட 


மாதிரி 9 : 
5 * 9. x + 6y 8 கோடுகள் வெட்டும் 

புள்ளி , 
( 3 , 4 ) புள்ளி இவை வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 
என்ன ? 

முதற்கண் 5x - y == 9 , x + 6 = 8 . இக் கோடுகள் 
வெட்டும் 

புள்ளியைக் காணவேண்டும் . இவ்விரு சமன் 
பாடுகளை விடுத்தால் x = 2 , y 1 என்று வரும் . 

வெட்டும் புள்ளி ( 2 , 1 ) ஆகும் . 
எனவே , ( 2 , 1 ) , ( 3 , 4 ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் கோடு 
காணல் வேண்டும் . 

y 

2 
அதன் சமன்பாடு 

1 4 2 3 . 
( அ - து ) 3x - y 5 0 


- 


- 


மாதிரி 10 : 

x - 6y + a = 0 , 2x + 3y + 4 = 0 , x + 4y + 1 = 0 
கோடுகள் ஒரே புள்ளிவழிச் சென்றால் a- ன் மதிப்பு என்ன ? 


+ 


புள்ளி 


( -13, 2 ) 


வ 


- 


- 


செல்வன 
36 
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2x + 3y + 4 = 0 , x + 4y + 1 = () கோடுகள் வெட்டும் 
13 21 

என இச் சமன்பாடுகளை விடுவித்துக் 
5 

5 
காணலாம் . 

இம் மூன்று கோடுகளும் ஒரே புள்ளிவழிச் செல்வதால் 
13 2 

புள்ளி முதற் கோட்டில் இருக்கும் . 
5 " 5 
13 12 

+40 
5 

5 

5 . 
12. x , y- ன் அனைத்து மதிப்புக்களுக்கும் | ( ax + by + c ) + 
q [ ayx + by + c ) + r ( azx + bay + C2 ) = 0 ஆக P , q , r நிலை 
யெண்கள் காண இயலுமாயின் ax + by + c + 0 , ax + by + c1 = 0 , 
agx + bay + ce 0 கோடுகள் ஒரே புள்ளி வழிச் செல்லும் . 
ax + by + c = 0 , aux + by + c 

கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளி ( 1, y ) எனக் கொண்டால் , 

ax + by + c = 0 , a1x1 + by + c ) 0 
இம் முக்கோடுகளும் ஒரே புள்ளிவழிச் சென்றால் , மூன்றாவது 
கோடான aax - + bay + ca 0. ( 1) வழிச் செல்லவேண்டும் . 

அதற்காக aga + bay1 + c = 0 என்று நிறுவவேண்டும் . 
p ( ax + by + c ) + q ( ax + b ] y + c ) + r ( agx + bhy + c ) = 0 
எல்லா x , y மதிப்புகளுக்கும் உரியதாதலின் p ( ax + by1 + c ) 
+ q [ alx1 + b ] Y1 + Ci ) + r ( azx + b2y1 + 2 ) 0 . 
ax ] + by1 + c = 0 , 31 x ] + b y1 + C1 O 

ஆதலின் 
r ( 32 x + bay1 + c ) = 0 

a2 + bay1 + 2 0 
ஆகவே , a2 x + bgy + c2 = 0 , ( x1 y ] ) வழிச்செல்லும் . 
மாதிரி 11 : 

4x + 7y -- 9 == 0 , 5x -- 8y + 15 = 0 , 9x -- y + 6 = 0 
கோடுகள் ஒரே 

நிறுவுக . 
p [ 4x + 7y - 9 ) + q (5x - 8y + 15 ) + r ( 9x - y + 6 ) = 0 
ஆக , q , நிலையெண்கள் 

காண இயலுமாயின் இம் மூன்று 
கோடுகளும் ஒரே புள்ளிவழிச் செல்லும் . 

p = 1 , q = 1 , r == -- 1 எனின் 
p { 4x + 7y - 9 ) + 4 { 5x - 8y + 15 } + r ( 9x - y + 6 ) = 

க்கோடுகள் ஒரே புள்ளி வழிச் செல்வன . 


- 
--- 


... 


- 


- 


- 


கா 


ன 
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13. இரு கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் , 


2 


+xw=8 


y = mix + Cu 


அ 


0 


O 


X 


படம் -22 


இவ்விரு கோடுகளின் சமன்பாடுகள் y = MX -- C , 
y = mix + c ) என்றும் அவை x ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் 
கோணங்கள் 6 , 81 என்றும் கொள்வோம் . ஆகவே , m = tas e , 
ml == tan 01. இவ்விரு கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் P 
எனின் 


- 


81 


- 


- 


tan o = tan ( 8 - 01 ) 

tan o tan 01 
1+ tan irangi 

m ml 
1 + mml 


- 


m 


- 


Ml 


ஃ = tan -1 


( 


+ mml 


கிளைத்தேற்றம் : இவ்விரு கோடுகள் ஒருபோகாக இருப்பின் 
அவற்றின் இடைப்பட்ட கோணத்தின் அளவு சுன்னமாகும் . 

tan - = 0 


( அ - து ) 


INI_I 
1 + in my 


-- 


m = ml 
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* 


- 


A ] 


-- 


B1 


- 
- 


என 


5 


- 


- 


A1 
BI 


- 


| பட 


Bl 


0 கோடுகள் 
ஆகவே , Ax + By + C = 0 , A1x + B1 + C ] 

A 
ஒருபோகாக இருப்பதற்கு 

என்றிருத்தல் 
B 

A CC 
வேண்டும் . ஏனெனின் , முதற்கோட்டினை 

B B 

A 
எழுதினால் , அதன் m 

ஆகும் . 

இம்மாதிரியே 
B 

C ] 
இரண்டாவது கோட்டினை ) 

என்று எழுதினால் , 
A1 
அதன் m 

B ] 
இவ்விரு கோடுகளும் ஒரு போகாக இருப்பின் 

B 
Al BI 
A 

B 
இத்தகவுகளை K. எனக் கொண்டால் 
Ai AK , B1 

BK . 
ஆகவே , A BIV + CI = () கோடு K { Ax + By ) + C = 0 
என்று வரும் . 


A 


B ] 


1 


.. 


- 


- 


- 


C 


( அ - து ) Ax + By + 


- 


O 


K 


CI 


D எனக் கொண்டால் கோட்டின் சமன்பாடு 


K 


1 


--- 


Ax + By + D = 0 
ஆகவே , 

Ax + By + D 0 கோடு Ax + By + C = 0 
கோட்டினுக்கு இணையாக உளது . 
எனவே , 

கோடுகள் ஒருபோகாக அமைவதற்கு 
அவற்றின் சமன்பாடுகளில் எண் உறுப்பில்மட்டும் வேற்றுமை 
இருந்தாற் போதும் . இதனால் ஒரு கோட்டுக்கு ஒருபோகாக 
இருக்கும் மற்றொரு கோட்டின் சமன்பாடு எழுத எண் உறுப்பை 
மட்டும் மாற்றினாற்போதும் . 
மாதிரி 11 ( a ) : 

( 1 , 2 ) வழி , 3x 2y --- 7 = ( ) கோட்டுக்கு ஒருபோகாக 
இருக்குங் கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 

3x - 2y + 7 = 0 - க்கு ஒருபோகாக இருக்குங் கோட்டின் 
சமன்பாடு 3x -- 2y + K = 0 . 

க் கோடு (1,2 ) வழிச் செல்வதால் 
3- 4 + K 0 

K 1 
ஆகவே , வேண்டிய கோட்டின் சமன்பாடு 3x - 2y + 1 = 0 . 


- 


- 


- 


* 


ப 
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- 


+ 


* 


- 


- 


மாதிரி 12 
2x - 7y = 20 -க்கு ஒருபோகாக y ஆயத்தில் - 7 வெட்டுத் 
துண்டு பிறப்பிக்கும் கோட்டின் சமன்பாடு யாது ? 

2x - 7y 20 - க்கு ஒருபோகாக இருக்குங் கோட்டின் 
சமன்பாடு 2 : 7y K 

y 
இச் சமன்பாட்டினை 

1 என்று எழுதலாம் . 
K 

--K 
2 7 

K 
ஆகவே , y ஆயத்தின் வெட்டுத் துண்டு 

7 
K 

7 
7 
K 

49 
எனவே , கோட்டின் சமன்பாடு 2x - 7y - 

கிளைத்தேற்றம் 2. y = x + c , y = ml x + c1 , கோடுகள் 
தம்முள் 

நேர்க்குத்தாயின் அக்கோடுகளின் இடைப்பட்ட 
கோணம் 90 ° . 


--K 


- 


- 


- 


49 . 


cot 


-- 


0 


1 + mml 


-- 


( அ - து ) 


0 . 


- 


M ] 


- 


- 


. 1 + mml 

0 
ஆகவே , mml = -1 . 
எனவே , இருகோடுகள் தம்முள் நேர்க்குத்தாயின் அவற்றின் 
sm களின் பெருக்குத் தொகை 

1 
இதனால் Ax + By + C = 0 -க்கு நேர்க்குத்தாகும் கோட்டின் 
சமன்பாடு B Ay + K = 0 என்று எளிதிற் காணலாம் . 


- 


- 


- 


மாதிரி 13 : 
5x + 6y = 20 , 18x ---- 15y 37 

என்பவை நேர்குத்துக் 
கோடுகள் என நிறுவுக . 

5 
முதற் கோட்டின் m 

6 

18 
இரண்டாவது கோட்டின் m 

15 
ஆகவே , இவ்விரு கோட்டு 

m களின் பெருக்குத் 
தொகை -1 . 

ஃ இவ்விரு கோடுகளும் நேர்க்குத்துக் கோடுகள் . 
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--- 


- 


- 


மாதிரி 14 : 

3x + 4y + 28 = ( 0 கோட்டிற்கு நேர்குத்தாக ( -1 , 4 ) 
வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 

3x + 4y + 28 0 - க்கு நேர்குத்தாகும் கோட்டின் சமன்பாடு 
4x - 3y + K = 0 . 
இக் கோடு ( - 1 , 4 ) வழிச் செல்வதால் - 4 - 12 + K = 0 

. K = 16 . 
வேண்டிய கோட்டின் சமன்பாடு 4x - 3y + 16 = 0 . 
மாதிரி 15 : 

3x - 2y + 9 = 0 , 2x + y-- 9 0 கோடுகளிடைப்பட்ட 
குறுங்கோணம் யாது ? 

3 
முதற் கோட்டின் m 
இரண்டாவது கோட்டின் ‘ m = 2 
இக்கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் - 


.. 


- 


-- 


N: 


tan • 


( 3 ) ( -2) 

( ) ( -2 ) 


1 + 


- 


= 


- 


7 
2 

7 
2 4 . 

-1 
ஃ குறுங்கோணத்தின் அளவு = tan 

குறை மதிப்பினால் கோடுகளின் இடைப்பட்ட விரிகோணத் 
தின் அளவைக் காணலாம் . 


( 3 ) 


( 2,3 ) 


I 


II 


135 


45 

3x - y + 5 = 0 


படம் -23 


கோடுகள் 
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மாதிரி 16 : 

( 2 , 3 ) புள்ளிவழி 3x - y + 5 = 0 உடன் 45 ° பிறப்பிக்கும் 
கோடுகளின் சமன்பாடு என்ன ? 

அத்தகைய கோட்டின் சாய்வு வீதம் m என்று கொண்டால் , 
அதன் சமன் பாடு y - 3 = m ( x --- 2 ) . 
3x - y + 5 = 0 - ன் m = 3 

3 
: tan 45 ° = 

1 + 3m 

3 
( அ.து ) 1 = 


- 


m 


1 + 3m 


- 


m 


= 


- 


m 


.. 4m 

2 
1 

2 
1 முதற்கோட்டின் சமன்பாடு y - 3 = ! ( x --- 2 ) 

( அ - து ) x -- 2y + 4 = { } 

3 
tan 135 ° 

1 + 3na 

3 
-1 

2 
1 + 3m 
11 ஆவது கோட்டின் சமன்பாடு y - 3 2 ( x - 2 ) 

( அ - து ) 2x + y = 7 . 
14. குறித்த இரு கோடுகள் வெட்டும் புள்ளிவழிச் செல்லும் 
கோட்டின் சமன்பாடு . 

குறித்த இரு கோடுகளின் சமன்பாடு ax + by + c = 0 , 
ayx + by + cy = 0 என்று கொள்வோம் . 

ax + by + c + K [ a ] x + bxy + c ) = 0 சமன்பாட்டிளைப் 
பார்ப்போம் . 

இங்கு K ஒரு நிலையெண் 
இது ஒருபடிச் சமன்பாடு ( Equation of the first Degree ) ; 
எனவே , ஒரு கோட்டினையே குறிக்கும் . 

( x1 , y1 . ) வெட்டும் புள்ளி எனக்கொண்டால் , 
ax1 + by1 + c = 0 , ayx ] + by1 + c = 0 

ax + by1 + c + K ( alx ] + buy1 + c ) = 0 
ஆகவே , ax + by + c + K ( alx + by + c ) = { / 
( x1 , y1 ) வழிச் செல்லும் 

K- ன் மதிப்புகளுக்குத் தக ( x1 , 31 ) வழிச்செல்லும் பல 
கோடுகள் வரும் 

மாதிரி 17 
2x + y = 8 , 3x - 2y + 7 = 0 கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 
வழி 4x + y - 11 = 0 - க்கு ஒருபோகான கோட்டின் சமன் 
பாட்டினைக் காண்க . 


1 


- 
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- 


- 


- 


ப 


* 


+ ? < 3 


- 


-- 


18 : 


முதல் இரு கோடுகள் வெட்டும் புள்ளிவழிச் செல்லும் கோட் 
டின் சமன்பாடு 

2x + y -- 8 + K { 3x --- 2y + 7 ) O 
( அ - து ) ( 2 + 3K ) x + ( 1 - 2K ) y + 7K - 8 0 

க்கோடு 4x + y 11 0 - க்கு ஒருபோகாக இருத்தலின் இவ் 
கோடுகளின் ‘ 71 கள் சமமாக இருத்தல் வேண்டும் . 
2- 3K 

4 
1 2K 
( அ.து ) 2 3K 4 SK 
( அ - து ) K 

11 
ஆகவே , வேண்டிய கோட்டின் சமன்பாடு 

2 
2x - + y - 8 + ( 3x -- 2y + 7 ) 

11 
{ அ - து ) 28x + 7y 

74 
மாதிரி 

3x - 5y + 11 0 - க்கு நேர்குத்தாக 5x by == 1 , 
3x + 2y + 5 -- (0 கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி வழிச் செல்லும் 
கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 
5x - 6y = 1 , 

1 , 3x 2 +5 0 கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளி வழிச்செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு , 
5x - 6y - 1+ K ( 3x + 2y + 5 = 0 

= 0 
( 5 + 3K ) x + { -- 6 + 2K ) y + 5K -- 1 -- 0 
இக்கோடு 33 - 5y + 11 + 0 - க்கு நேர்குத்தாக இருத்தலின் இவ் 
விரு கோட்டு m களின் பெருக்குத்தொகை - 1 ஆகும் . 

5 + 3K 

3 
X 1 

45 
- 6 + 2K 5 
ஆகவே , கோட்டின் சமன்பாடு 

( அ - து ) 5x + 3y + 8 = () . 
மாதிரி 19 : 

30 4y +1 0 , 2x -- 5y -- 1 == 0 கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளிவழி ஆயங்களில் 

சமவெட்டுத் துண்டுகளைப் 

பிறப் 
பிக்கும் கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 
3x - 4y + 1 = 0 , 2x - 5y -- 1 = 0 கோடுகள் வெட்டும்புள்ளி 
வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 

3x - 4y + 1 + K ( 2x - 5y - 1 ) = 0 
( அ - து ) ( 3 + 2K ) x + ( - 4 - 5Ky + 1 - K = 0 


---- 


N 


+ 


- 


K 


--- 


- 


. 


- 


கோடுகள் 
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( 2K + 3 ) x ( - 5K - 4 ) y 
( அ - து ) 

+ 
K - 1 

K -1 

y 
( அ - து ) 

1 
K 1 
2K + 3 5K - 4 
KI -1 K - 1 

( அ - து ) K = - 1 
2K + 3 

- 5K 4 
ஆகவே , கோட்டின் சமன்பாடு 

3x - 4y + 1 - ( 2x -- 5y - 1 ) = 0 
( அ - து ) x + y + 2 = 0 . 

மாதிரி 20 
x + 2y = 0 , 4x + 3y = 5 , 3x + y 

5 , 3x + y = 0 கோடுகளைப் பக்க 
மாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் ( Ortho 
• centre ) என்ன ? 

A 


E 


3x 
+ 
* 
= 
0 


O 


O=f3+x 


c 


D 
4x + 3 + = 5 

படம் -24 
A , B வழிச்செல்லும் செங்கோடுகள் முறையே 

AD , BE 
எனக் கொள் வோம் . 
AD , A வழிச் செல்வதால் , அதன் சமன்பாடு 
x + 2y + K ( 3x + y ) = 0 

3 K + 1 
ஆகவே , AD- ன் in 

2 + K 
AD , BC- க்கு நேர்குத்தாக இருத்தலின் AD , BC கோட்டு 
* m களின் பெருக்குத் தொகை 

- 1 . 
3K + ! 

4 

1 
2 + K 

2 
K = 
3 

2 
ஆகவே , AD- ன் சமன்பாடு x + 2y - ( 3x -+ y ) = 0 

( அ - து ) 3x -- 4y = 0 . 


- 
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- 


- 


. 


* ( -3)( - 141 ) -- 


- 


- 


கா 


- 


இம்மாதிரியே BE- ன் சமன்பாடுங் காணலாம் , 
BE , B வழிச் செல்வதால் அதன் சமன்பாடு 
4x + 3y - 5 +1 ( x + 2y } + w ) 

4 + 1 
ஃ . BE- ன் m 

3 + 211 
AC- ன் m 3 

4 + 1 

1 
3 + 21 
( அ - து ) 1 

3 
BE- ன் சமன்பாடு 43 + 3y 

3 ( + 2y ) 0 
( அ - து 

3y - 5 = 0 . 
AD , BE செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 0 செங்கோட்டு 
மையமாகும் . 

-ன் ஆயத்தொலைகளைக் 
x =- 3y - 5 = 0 , 3x - 4y = 0 சமன்பாடுகளை விடுவித்தல் 
வேண்டும் . 

0 - ன் ஆயத்தொலைகள் ( - 4 , 3 ) . 
மாதிரி 
+ 3y 10 1 , x + 3y -- 20 = 

0 , 3x --- y + 5 = 0 . 
3x y 5 0 கோடுகளைப் பக்கமாகக் கொண்ட 

நீள் 
சதுரத்தின் மூலவரைகளின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . அவை . 
3 9 

புள்ளியில் வெட்டுமென நிறுவுக . 
2 2 


காண 


ஆகவே , 


|| 


சா 


21 : 


- 


- 


- 


மா 


3-y+5=0 


U=--2 


- 


AA 


X + 3y - 10 = 0 


படம் - 25 
AC மூலவரை A வழிச் செல்வதால் அதன் சமன்பாடு 

x + 3y - 10 + K ( 3x - y +5 ) = 0 . 

C- ன் ஆயத்தொலைகள் x + 3y - 20 = 0 , 35 - y- 5 = 0 . 
சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் கிடைக்கும் . 

7. 11 
C- ன் ஆயத்தொலைகள் 

2 . 2 


- 


45 


கோடுகள் 


+3 


. 


H 


AC , C வழிச் செல்வதால் 
7 

21 11 
10 -- K 

+ 5 O 
2 2 

2 2 
K 1 
ஆகவே , AC- ன் சமன்பாடு x + 3y - 10 - 1 ( 3x - y + 5 ) = 0 
( அ.து ) 2x - 4y + 15 

0 . 
BD மூலவரை B வழிச் செல்வதால் அதன் சமன்பாடு 
( x + 3y - 10 ) + 1 ( 3x - y - 5 ) = 0 

D- ன் ஆயத் தொலைகள் 3 + 3y 20 20 , 3x --- y + 5 = 0 
சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் கிடைக்கும் . 

13 
D- ன் ஆயத்தொலைகள் 

2 


வார் 
- 


. 


. 


BD , D வழிச் செல்வதால் 


} + 3{ 1}) 


( 3-1, - 5 ) - 0 


1 13 

13 
10 --- A 
2 2 

2 2 
A = 1 . 
ஆகவே BD- ன் சமன்பாடு ( x + 3y - 10 ) + 1. ( 3x - y -- 5 ) = 0 
( அ - து ) 4x + 2y - 15 = 0 

AC , BD இவற்றின் சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் அவை 
வட்டும் 

கிடைக்கும் . அதன் ஆயத் தொலைகள் 
9 

ஆகும் . 
2 


புள்ளி 


- 


- 


- 
- 


- 


- 
--- 


பயிற்சிகள் 5 
1. பின்வரும் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி யாது ? 
( 1 ) y = 3x + 4 , 2x 3y = 5 . 
( 2 ) 2x - 5y + 1 0 , x + y + 4 = 0 . 
( 3 ) 5x + 7y - 12 0 , 3x + 2y 5 . 

2. 2x - y + 7 = 0 , 2x - y - 5 0 , 3x + 2y - 5 = 0 , 
3x + 2y + 4 = 0 . இக்கோடுகளால் அமைந்த ஒருபோகு 
நாற்சிறையின் மூலவரைகளின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 

3. பின்வரும் கோடுகள் ஒரே புள்ளிவழிச் செல்லுமென 
நிறுவுக : 
( 1 ) 2x 3y - 5 

0 , 33 + 4y -7 = 0 , 9x - 5y + 8 = 0 . 
( 2 ) 2 : - 3y27, 4x + 5y 3 , 83 - 11y = 27 . 
( 3 ) 3x + 4y + 6 = 0 , 6x -- 5y +9 = 0 , 3x + 3y + 5 = 0 . 


- 


- 


- 


* 


- 


1 , 


- 


- 


-- 


க 


ஒருபோகா 
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4. + 

3x + y + 2 = 0 , 2x - y + 3 = 0 , x + ay . 3 
கோடுகள் ஒரே புள்ளிவழிச் சென்றால் a- ன் மதிப்பு என்ன ? 

5 . - 6y + a = 0 , 20 + 3y + 4 
இக் கோடுகள் ஒரே புள்ளிவழிச் சென்றால் a- ன் மதிப்பினைக் 
காண்க . 

6. x + 2y = 9. 30 - 5y = 5 , ax + by 1 கோடுகள் 
ஒரே புள்ளிவழிச் சென்றால் 53 + 2y = 1 கோடு ( a , b ) வழிச் 
செல்லுமென நிறுவுக . 

7. கீழ்க் கொடுத்திருக்கும் கோடுகளால் அமைந்த முக் 
கோணங்களின் பரப்பினைக் காண்க : 
( 1 ) y = x = 0 , y + x = 

0 , 

0 . 
( 2 ) y = 2x + 4 , 2y + 3x = 5 , y + x + 1 = 0 . 

( 3 ) + y +2 0 , 2x --- y - 3 = 0 , 3x + 2y -- 5 = 0 . 
8. 2x = y + 2 , x = 7y - 12 , 5x - 4y == 57 

கோடு 
களால் அமைந்த முக்கோணத்தின் நடுக்கோட்டு மையம் என்ன ? 

) 
வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 

10. 3x - 2y + 7 0 க்கு நேர்குத்தாக ( 2 , 3 ) வழிச் 
செல்லும் கோட்டின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 

11. ( 3 , 2 ) , ( -1 , 3 ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் கோட்டிற்கு 
இணையாக ( 1 , 2 ) வழிச் செல்லும்கோடு யாது ? 

12. ( --5 , 12 ) , ( -2, --3, ) ( 9 , 10 ) , ( 6 , 5 ) புள்ளிகளால் 
அமைந்த படம் ஒருபோகு நாற்சிறை என நிறுவுக . 

13. 8px + ( 2 --- 3p ) y + 1 == 0 , px + 8 + 7 = 0 கோடு 
கள் நேர்குத்தாக இருப்பின் p- ன் மதிப்பு என்ன ? 

14. ( 2 , 3 ) புள்ளிவழி x + 2y = 0 கோட்டோடு 450 
பிறப்பிக்குங் கோடுகளின் சமன்பாடுகள் என்ன ? 

15 . - 4y --- 7 = 0 , 2y + 1 -- 1 = 0 கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளியையும் ( 1 , 2 ) -ஐயும் இணைக்குங் கோட்டின் சமன்பாடு 
என்ன ? 


- 


- 


புள்ளி 


. 


" 


- 


-- 
-- 


- 


16. 4x + 3y 2 0 , 

2y -- x + 5 

கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளி , ( 1 , 1 ) இவ் வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன் 
பாடு என்ன ? 


-- 
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- 


- 
- 


17. x - 2y + 3 0 , 23 + 3y 

4 = 0 கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளிவழி 5x - 6y +7 : 0 - க்கு நேர்குத்தான கோட் 
டின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 

18 . 2y 2 0 , + 3y 4 0 கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளிவழி 3x + 4y + 5 = 0 க்கு ஒருபோகான கோட்டின் 
சமன்பாடு என்ன ? 


- 


-- 


- 


- 


- 


-- 


-- 


- 


- 


19. 20 3y , 1 , x + y 3 கோடுகள் வெட்டும்புள்ளி 
வழி x ஆயத்தோடு கூடி 45 ° பிறப்பிக்கும் கோட்டின் சமன் 
பாட்டினைக் காண்க : 

20. கீழ்வரும் கோடுகளைப் பக்கமாகக் கொண்ட முக்கோணத் 
தின் செங்கோட்டு மையத்தினைக் காண்க . 

( 1 ) x - y + 1 0 , + 2y 1 0 , x - 2y + 1 = 0 .. 
( 2 ) 2x + y - 3 0 , x } 

2 0 . 
( 3 ) -2y + 5 0 , x + y + 2 = 0 , 7x + y 10 = 0 . 
21. கீழ்வரும் புள்ளிகளால் அமைந்த முக்கோணத்தின் 
செங்கோட்டு மையம் என்ன ? 

( 1 ) ( 1 , --- 2 ) , ( 3 , 1 ) , { --2 , 3 ) 
( 2 ) ( 1 , 1 ) , ( 2 , - 2 ) , ( --- 1 , 0 ) . 

( 3 ) ( 1 , 3 ) , ( 1 , 5 ) , ( 3 , 7 ) . 
22. கீழ்வரும் புள்ளிகளால் அமைந்த முக்கோணத்தின் சுற்று 
வட்டமையம் யாது ? 

( 1 ) ( 2 , 4 ) , ( -2 , 0 ) , ( 4 , - 2 ) . 

( 2 ) { - 4 , 3) , ( 2,0) , ( - 5 , 7 ) . 
23. ஒருபோகுநாற் சிறையின் இரு பக்கங்கள் 4x + 5y 
73 + 2y 0 , மூலவரை 113 + Ty 

9 எனின் , ஏனைய 
பக்கங்களையும் , மூலவரையையும் காண்க . 

24. இரு சமபக்க முக்கோணத்தின் அடிப்பாக முனைகள் 
( 2a , 0 ) , ( 0 , a ) , ஒரு பக்கம் x = 2a எனின் , எஞ்சிய பக்கத்தினையும் 
முக்கோணத்தின் பரப்பினையும் காண்க . 

25. ஒரு சதுரத்தின் எதிர்முனைகள் ( 3,4) , ( 1 , 1 ) 
எனின் , சதுரத்தின் பக்கங்கள் யாவை ? 
26 . ஒரு நீள் 

சதுரத்தின் முனைகள் ( - 3 , 1 ) , ( 1 , 1 ) ; 
( -- 3 , 1 ) வழிச் செல்லும் அதன் பக்கம் 3x + 7y + 2 = 0 எனின் 
ஏனைய பக்கங்களின் சமன்பாடுகளைக் காண்க . 


- 


0 


--- 
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27 . ஒரு சதுரத்தின் பக்கம் 4 , மையம் ( 3 , 7 ) , ஒரு மூலவரை 
y = x கோட்டிற்கு இணையான கோடு எனின் , சதுரத்தின் முனை 
களைக் காண்க . 

28. ஒரு சதுரத்தின் மூலவரைகளில் ஒன்றின் சமன்பாடு 
8x- 15y = 0 , ஒரு முனை ( 1 , 2 ) எனின் இம் முனைவழிச் செல்லும் 
சதுரத்தின் பக்கங்களின் சமன்பாடுகளைக் காண்க . 

29 . u = 2x + y-- 3 = 0 , v S x - y 0 , w = x 2 0 
கோடுகளால் அமைந்த முக்கோணத்தில் u + Kv = 0 கோடு 
( 1 ) செங்கோட்டு மையவழிச் சென்றால் K == -2 என்றும் , 
( 2 ) நடுக்கோட்டு மையவழிச் சென்றால் K = -1 என்றும் நிறுவுக . 
30 . 1 மாறும் இராசியாக இருந்தால் 

+ t 0 , 
b 


- 


xt 


ts 


- 


- 


- 


b 

0 கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு வரை 
யினைக் காண்க . 

1 1 
31 . + 

1 கோடு , 
b 

நிலை யெண் ணாக 

6 
இயங்குமாயின் , அது ஒரு நிலைப்புள்ளிவழி எப்போதும் செல்லு 
மென நிறுவுக . 

32 . ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் ஒரு முனை ( 2 , 1 ) ; அதன் 
எதிர்பக்கம் x -- V3y + 4 0 எனின் , ஏனைய பக்கங்களின் 
சமன்பாடுகளைக் காண்க . 


மாதிரி 22 
Ix + my + n = 0 கோட்டில் ( xl , y1 ) - யின் நிழலுரு ( xg , y2 ) 

X ] 
எனின் 

- ) 201x1 + my1 + II ) 
1 

18 + m2 
நிறுவுக . 


2 


- 


என் 


2 ( x2 , 2 ) 


M 


£ x + my 
+ v = 0 


P ( x + yi ) 


படம் . 26 


கோடுகள் 


( x1 , y1 ) புள்ளி P என்றும் , lx + my + n = 0 கோட்டில் 
அதன் நிழலுரு Q ( x2 , ye ) என்றும் கொள்வோம் . 

lx + my + n = 0 , PQ- ன் நேர்குத்துச் சமவெட்டியாகும் . 
PQ , Ix + may + n = 0 - க்கு நேர்குத்தாதலின் அதன் சமன்பாடு 

1 = 


2 


-- 


XI 
( 
1 

Vg VI 
இக் கோட்டில் ( x2 , y2 ) இருத்தலின் 

R 
ஒவ்வொரு தகவையும் k எனக் கொண்டால் 
* 2 = x + lk ; y2 = y + mk . 

y1 + y2 
M- ன் ஆயத்தொலைகள் 

2 

2 
231 + lk 2y1 + mk 
( அ - து ) 

இப் புள்ளி 1x + my + r = 0- ல் 
2 

2 
1 ( 2x1 + lk ) m { 2y1 + mk ) 
இருத்தலின் 

+ 

+ 0 . 
2 

2 
2 ( Ix -- my1 + n ) 

12 + m ? 
X2 --31 y2 - Y1 2 ( lx : + mty1 + n ) . 
. 

12 + 12 


- 
-- 


K = 


ன 


பயிற்சிகள் 
1. 2x - 3y + 1 = 0 கோட்டில் ( 2 , 1 ) புள்ளியின் நிழலுருவத் 
தின் ஆயத்தொலைகளைக் காண்க . 
2. AB- ன் நேர்குத்துச் சமவெட்டியின் 

சமன்பாடு 
2x 3y ---- 4 = 0 , A- ன் ஆயத்தொலைகள் ( 5 , 6 ) எனின் , B- ன் 
ஆயத்தொலைகள் யாவை ? 


3. ( xl , y1 ) - லிருந்து 1x + my + n +0 கோட்டிற்கு வரை 
யும் நேர்குத்துக் கோட்டின் அடி ( h , k ) எனின் 
h * 1 k - yi | lx 1 + my1 + n 

என நிறுவுக . 
1 

12 + 102 


- 


- 


- 


4. P1 ( 31 , y1 ) , P2 ( x2 , 12 ) புள்ளிகளை 

இணைக்குங் 
கோடு ax + by + c = 0 கோட்டின் நேர்குத்துச் சமவெட்டியா 
னால் x2 , y2- யை a , b , c , x1 , 11 மூலமாகக் காண்க . 

4 


- 
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Ps , ay x + bx y + c = 0 கோட்டில் இருந்தால் P1 ,, 

2 ( aa ] + bb ] ) { ax + by + c ) -- ( a2 + b2) (ax + by + c ) 0 
கோட்டில் இருக்குமென நிறுவுக . 

5. x + y - 4 = 0 , x + 5y -- 26 = 0 , 15x - 27y - 424 = 0 
கோடுகளுக்கு ஆதியிலிருந்து வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் 
அடிகள் ஒரே கோட்டில் உள என நிறுவுக . அக் கோட்டின் 
சமன் பாட்டினைக் காண்க . 

6. A ( 0 , 1 ) , B { m , 0 } , C { 11 , 0 ) ஒரு முக்கோணத்தின் 
முனைகளாயின் , ஆதியிலிருந்து AB , AC- க்கு வரையும் நேர்குத் 

கோடுகளின் அடிகளும் , B , C புள்ளிகளிலிருந்து எதிர்ப் 
பக்கங்களுக்கு வரையும் செங்கோடுகளின் அடிகளும் 
1 

ly 
+ 

1 கோட்டில் உள என நிறுவுக . 
2 


துக் 


- 


IPEY 


7. y = max + c ] , y == }Nyx + ce , y ஆயம் இவற்றால் 

1 (c )--- c . ) 2 
அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்பு 

என நிறுவுக . 


2 

TN2 


M ] 


1 ( 
2 ms 


me 


- 


* 


8. y === PM ] X + c1 , y = max + c2 , y = ingx + 3 கோடு 
களால் அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்பு 

cs ) 2 1. ( cs - C1) 2 1 ( ci - c2 ) 2 
* 

என நிறுவுக . 
173 2 

2 
11 

1171 
9. PQRS இணைகரத்தின் பக்கங்களின் நிலைத்த போக்குடை 
கோடுகளில் இருந்தால் , R- ன் இயங்குவரை ஒரு கோடென 
நிறுவுக . 
10. alx + by + c = 0 , 12x + bay + C2 0 , agx + by 

0 கோடுகளால் அமைந்த முக்கோணம் , agx- + bgy 

= ( 0 கோட்டினைச் செங்கோண எதிர்சிறையாகக் கொண்ட 
இரு சரிச் சிறை முக்கோணமாவதற்குரிய கட்டுப்பாடுகள் 


-- 


+ CS 
+ 3 


யாவை ? 


11. 111 - ன் அனைத்து மதிப்புகளுக்கும் 
5 ( 5m + 1 ) + y ( m -- 3) + 2 -- 3m = 0 கோடு இரு நிலைக் 
கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளிவழிச் செல்லும் என நிறுவுக . அந் 
நிலைக் கோடுகளையும் , அவை வெட்டும் புள்ளியையும் காண்க . 
12 . x + ly = 12 , x + my = m2 , x + xy = n2 

கோடு 
களால் அமைந்த முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் யாது ? 


- 


கோடுகள் 
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- 


ap - 6 


- + 


13 . - 

+ , 
கோடுகளால் அமைந்த முக்கோணத்துச் செங்கோட்டு மையத் 
தின் வழி 
ax + by + c Ix + my + 

கோடு செல்லுமென 

Ip + ing 
நிறுவுக . 

14. ஒரு முக்கோணத்தின் பக்கங்கள் 
12 , = 3 cos + ysin or - p = 

= 0 , ( r = 1 , 2, 3 ) எனின் 
அதன் செங்கோட்டு மைய ஆயத்தொலைகள் 11 cos ( a , as ) 
= 242 cos ( as -- al ) -- us cos ( al --- a2 ) சமன்பாடுகளால் 
காணலாம் என நிறுவுக . 

15. ax + by + c = 0 , ax + by +1 +0 , பே + 
+ c = 0 ; ayx + bxy + Cy 0 கோடுகளால் அமைந்த நாற் 
சிறை சாய்வு சதுரமாயின் ( Rbombus ) 12 + 2 + a2 + b12 
என நிறுவுக . 

15. ஆதியிலிருந்து Ax + By + C = 0 கோட்டினுக்கு 
வரையும் நேர்குத்துக் கோட்டின் நீளம் . 

1Y 301108 

F16.3 
MANI 


உடம் 


1 


Ax 
+ 
By 
+ 
c = 
o 


Joc 


- 


L 


படம் -27 


Fr. யு 





தியிலிருந்து AX + By HC 0 - க்கு வரையும் நேர்குத்துக் 
கோடு x ஆயத்தோடு கூடிக் கோணம் -ஐப் பிறப்பிப்பின் . 
அதன் சமன்பாடு 

x cos & + sind -- p = 0 


- 
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ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


sin e 


--- 


2 என்று வரும் . 


- 


- 


எனவே 


இரு சமன்பாடுகளையும் ஒப்பிடின் 
COS 

D 
A B 

C 
ஒவ்வொரு தகவையும் K என்று கொண்டால் 
Cos KA , sin d KB , p = KC 
cos2d + sinaal 

K2 ( A2 + 2 = 1 

1 
K = + 

VA ? + B2 
A 

B 

C 
. cosal 

Sind == 
VA2 + B2 

VA2 + B2 

C 
ஆகவே , நேர்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 

ன் 

எண் 

V / A2 - B2 
மதிப்பாகும் . 

16. Ax + By + C = 0 கோட்டினுக்கு ( x , yr ) - லிருந்து 
வரையும் நேர்குத்துக் கோட்டின் நீளம் . 

19 


VA2 + Bzp == 


x 


படம் -28 
க் கோட்டினை cosd + sins P 

A 
மாற்றின் COS mit 

VA2 + B2 


0 என்ற வகைக்கு 


R 


sin of 


3 


VA2 + B2 


* 
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கோடுகள் 


- 


( x1 , y1 ) புள்ளியை P என்று கொள்வோம் . 
VA2 + B2 
இக் கோட்டுக்கு ஒருபோகாக RS வரைக . ஆதியிலிருந்து இக் 
கோட்டின் தொலை P. எனின் , இதன் சமன்பாடு & coscl + 
y sin e Pl . ( x ] y ) இக் கோட்டில் இருத்தலின் x ] cosd + 
ya sin o = pl . ( x1 y1 ) லிருந்து A.26 + By + C = 0- க்கு வரையும் 
நேர் குத்துக் கோட்டின் நீளம் என்று கொண்டால் , 
d = p-- Pl 

* ] cos ol -- Yi sin od 
C 

+ 
NA2 + 82 VA2 + B2 

VA2 + B2 
Ax ] + By + C 

MA + B2 


xA 


y1B 


--- 


-- 
- 


- 


17. நேர்குத்துக் கோட்டின் குறி ஆதியிலிருந்தும் ( x1 , y1 ) 
புள்ளியிலிருந்தும் ஒரு கோட்டுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடு 
கள் ஒரே போக்குடையனவாக இருந்தால் , பின்னது மிகை 


2 


12 


ே 


X 


4 


y ! 
படம் -29 


யாகவும் , வேறுபட்ட போக்குடையனவாக இருந்தால் , அது 
குறையாகவும் கருதப்படும் . 


54 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


இப் படத்தில் PI- ன் குறி மிகையாகும் . P1 Z1- ன் குறி குறை 
யாகும் . 

18. குறித்த இரு கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணங் 
களின் சமவெட்டிகள் . 


N 


d 
did 


- 


am 


கே 


- 


- 


4 


05 


K 


y 


| 


- 


- 


-- 


பம் 


AB , CD கோடுகளின் சமன்பாடுகள் முறையே a | x +by + cy = 0 , 
apx + bay + c = 0 என்று கொள்வோம் . DVB கோணத்தின் 


- 
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கோடுகள் 


சமவெட்டியில் இருக்கும் P புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( x1 , y1 ) 
என்றும் , P- லிருந்து கோடுகளுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் 
கோடுகள் P1 , P2 என்றும் கொள்க . 
இங்கு P1 = --Ps 

ax 1 + b | y1 +1 a2x1 + bgy1 +3 
Val2 + 5.2 

Vaz : + b22 
BVC கோணத்தின் சமவெட்டியிலிருக்கும் Q புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் ( x1 , y1 ) என்றும் Q- லிருந்து கோட்டுக்கு வரையும் 
நேர்குத்துக் கோடுகளின் நீளங்கள் ps , p4 என்றும் கொள்க . 


- 
-- 


. 


-- 
-- 


Ps 
a | x + by + C1 

Val2 + 512 


4 


" 


a2x + bay1 +2 

Vasa + b22 


( x1 , y1 ) புள்ளி சமவெட்டிகளில் ஏதாவது ஒன்றில் 
இருந்தால் 

ax + by + C azx1 + bay1 + c2 
Mal2 +2 

Vaa2 + b , 2 


ப 


- 


--- 


சமவெட்டிகளின் சமன்பாடு 
alx + bl ] + 1 dex --- bay + cy 
Val2 +612 

Vana + b22 
மிகை மதிப்பு எடுத்தால் ஒரு சமவெட்டியும் , குறை மதிப்புக் 
கொண்டால் மற்றைய சமவெட்டியும் வரும் . 


மாதிரி 23 
4x --- 3y + 20 = () கோட்டிலிருந்து தொலை 5 - க்கு அப்பால் 
y = x + 1 - ல் இருக்கும் புள்ளியின் ஆயத்தொலைகளைக் காண்க . 

அத்தகைய புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( x1 , y1 ) எனக் 
கொள்க . இப் புள்ளி y = x + 1 கோட்டில் இருப்பதால் 

y1 = * 1 +1 
( x1 , y1 ) லிருந்து 4x - 3y + 20 - ( 0 க்கு வரையும் நேர்குத்துக் 
கோட்டின் நீளம் 4x1 -- 3y1 + 20 

இந்த 

நேர்குத்துக் 

V42 + 32 
கோட்டின் நீளம் 5 . 

4x1 - 3/1+ 20 

5 
5 


- * + 


- 





அ . 
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ஆயத்தொலை வடிவ கணித 


தம் 


- 


25 . 


( அ - து ) = ( 4x1 - 3y1 + 20 ) 
( அ - து ) 4x1 - 3yr 
அல்லது 4x1 Зу1 

45 . 


5 . 


( 2 ) 


- 


( 3 ) 


- 


3 , y1 


- 


( 1 ) , ( 2 ) சமன் பாடுகளை விடுவித்தால் 
என்றும் ; ( 1 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் 31 
y ] 

4 ! என்றும் வரும் . 


9 
42 , 


- 


- 


- 


வேண்டிய புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் ( 8 , 9 ) , 
{ - 42 , - 41 ) . 


மாதிரி 24 


இணைகரம் ஒன்றின் கோணம் , செங்கோடுகள் ( altitudes ) 

Pl P2 
P ) , Ps எனின் , அதன் பரப்பு என நிறுவுக . இதனைப் பயன் 

SID 
படுத்தி ax + bly . + Cy 0 , a x + bxy + dy 0 , 
asx + bay + c = 0 , agx + bey + d , = 0 கோடுகளால் அமைந்த 

( d ) - c ) { d , 

C2 ) 
ணைகரத்தின் பரப்பு 

என நிறுவுக . 
( ajb2 -- a , by ) 


- 


a / * Er + dr = 0 


p0Frty+3 


a.x +etc. = 0 


P 


ABCD இணைகரத்தின் பரப்பு AB XP1 


Pe 


AB sinc = P2 


.. AB 


- 


இணைகரத்தின் பரப்பு 


- 


P1 • P2 
sind 


கோடுகள் 
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- 


( 


al 


+ b, aad1 - aic, 


+ 1 


- 


ax + by + d ] 0 , agx + b2 ) + C , 0 சமன்பாடுகளை 
விடுவித்தால் D- ன் ஆயத்தொலைகளைக் காணலாம் . 
D- ன் ஆயத் தொலைகள் 

b1c2 - bedi aadi - a1c . 

alb , - azb1 albz - a2b1 ) 
bic , - bedy 

a 
alb , a251 alb . - a251 
P1 

Val2 + b12 
a1 (bice -b2d ] ) + b ] ( a di - 11c2) + cy ( alb2 - a b1 ) 

( aqbz -- a , b ) Val2 + b12 
( aybe -- azb ] ) ( c - di ) 
( alb2 - azb ] ] a Val2 + b12 

C - dy 

Val2 + b12 
இம்மாதிரியே pe 

C2 - d2 
Vaz ? + - 522 


-- 


கயை 


apx + bay + es 0 , 41x + bxy + c = 0 கோடுகளுக்கு 
இடைப்பட்ட கோணம் ! 


al 
by 


tand 


- 


42 
b . 

alaa 
1 + 

b1b2 


ajb2 --- a , b ) 
a1a2 + bb , 


2 


. 


cosec2 d = 1 + | 

alas + baba 
aybz --- asbz ) 


( alb2 - azb ] ) 3 + ( alas + b b2 ) 2 

( albz - azb ] ) 2 


{ ala + b12 ) ( a22 + b.2 ) 

\ ayb , - a , b ) 2 


sin ob 


-- 


aybz -- ashy 
Way : + b12 - Vaz2 + b , 


3 


- 
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P1 PS 


இணைகரத்தின் பரப்பு 


Vala + b ) 2 . Vaz2 + b ? * 

alb , -- asbs 


-- 


( c ) -- d ) ( c2 -- 2 ) 
Val2 + b Vas2 -- 622 
( 1 - di ) ( ce -- da ) 

( albe - asb ] ) 
( d ) - 1 ) ( d , - 2 ) 

( al b2 -- az b ] ) 


மாதிரி 25 


- 


x + 1 = 0 , 3x - 4y 5 , 5x + 12y 27 கோடுகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் உள் மையம் என்ன ? 


5x 
+ 12y 
= 27 


T 


2 


3x - 4 = 5 


படம் 32 
முக்கோணம் வரையின் , ஆதி முக்கோணத்தினுள் இருக்கிறது 
என்று காணலாம் . 


4y1 


- 


1 - ன் ஆயத்தொலைகளை x1 , y1 என்று கொள்க . 1 - லிருந்து 
கோடுகளுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் நீளங்கள் 

3xy 

5 

551 + 12y1 27 ) 
+ ( x1 + 1 ) , + 
5 

13 
I , O புள்ளிகள் முக்கோணத்தின் 

உள் 

இருப்பதால் , 
I- லிருந்து பக்கங்களுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் 
நீளமெல்லாம் மிகையாகும் . 
இந் நீளமெல்லாம் மிகையாவதற்குத் 

தகுந்த குறியை 
எடுத்தல் வேண்டும் . 

1 - யும் , 0 - வும், BC- ன் ஒரே பக்கத்தில் உள . 


- 


கோடுகள் 


59 . 


. 


I- லிருந்து BC- க்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடு மிகை 
யாகும் . 

0 - லிருந்து BC- க்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடும் மிகை 
யாகும் . 

1 - லிருந்து BC- க்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடு 
( x1 + 1 ) . ஏனெனின் இது 0 - லிருந்து வரையும் நேர்குத்துக் 
கோட்டை 1 ஆக்கும் . 

I- யும் , 0 - வும் AC- ன் ஒரே பக்கத்தில் உள் , I- லிருந்து 
AC- க்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோட்டின் நீளத்தை 
( 331 - 4y1 -- 5 ) 

ஆக எடுத்தால்தான் 0 - லிருந்து வரையும் 
5 
நேர்குத்துக் கோடு மிகையாகும் . 

இம்மாதிரியே P- லிருந்து AB- க்கு வரையும் நேர்குத்துக் 
கோட்டின் நீளம் 

5x1 + 12y1 -- 27 

13 


- 


- 


3x1 


4y1 


* 1 +1 


- 


பா 


5 5x1 + 1231 

271 
5 

13 
சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் உள் மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் 
கிடைக்கும் . 


- 


331 + 4y + 5 

5x1 12y1 + 27 
0 


... ( 1 ) 

( 2 ) 


5x1 + 5 
831 

4y1 
18x1 + 12y1 | 

1 
* 1 


( அ - து ) 


= 


14 


= 1, y: - : 

( 


1 


2 . 


உள் மையம் 


3 3 ) ஆகும் . 


பயிற்சிகள் 7 


1. ஆதியிலிருந்து x sect + y cosec a war a , 
x cos 9 - y sin 8 = a cos 20 கோடுகளுக்கு வரையும் நேர்க்குத்துக் 
கோடுகளின் நீளங்கள் p , P1 எனின் , 4p2 + p12 
நிறுவுக . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


2. குறித்த கோடுகளிலிருந்து 

புள்ளியின் 
தொலைகளது கூட்டுத்தொகை மாறா இராசியாயின் , புள்ளியின் 
இயங்குவரை ஒரு கோடென நிறுவுக . 

3. PL , PM கோடுகளின் சமன்பாடுகள் நிரலே 
13x + 4y 

- 8 , 19x - 3y = 17 எனின் , P- யும் , Q ( 5 , 3 ) 
புள்ளியும் இணைக்கவரும் கோட்டின் சமன்பாடு 

என்ன ? 
PQ கோட்டில் ஒரு புள்ளியிலிருந்து PL , PM- க்கு வரையும் 
நேர்குத்துக் கோடுகளின் 

நீளங்கள் 12 : 1 விகிதத்தில் 
இருக்குமென நிறுவுக . 

4 . 3x + 4y = 7a , 3x + 4y = 7b . 4x + 3y == 7c , 
4x + 3y = 7d கோடுகளால் அமைந்த 

அமைந்த இணைகரத்தின் பரப்பு 
7 ( a - b ) ( c - d ) என நிறுவுக . 
5. 4y - 3x -- a = 0 , 3y - 4x + a = 0 , 4y - 3x - 3a = 0 
3x + 2a = 0 கோடுகளால் அமைந்த ணைகரத்தின் 

202 
பரப்பு என நிறுவுக . 

7 


- 


0 , 


- 


- 


- 


9. இரு 


6 . 3x + 4y 0 , 5x -- 12y = 0 , j = 15 கோடுகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் உள் மையம் யாது ? 

> 
7 . 

0 , + = 1 கோடுகளால் அமைந்த 

3 4 
முக்கோணத்தின் உள் மையம் யாது ? 

8. ( 2 , 3 ) , ( -2 , - 5 ) , ( - 4 , 6 ) புள்ளிகளால் அமைந்த 
முக்கோணத்தின் உள் மையம் ( - 1 , 2 ) என நிறுவுக . 
கோடுகளின் இடைப்பட்ட 

கோணத்தை 
Ix + my + n = 0 கோடு சமபங்காகப் பிரிக்கும் . இவ்விரு 
கோடுகளுள் ஒன்றன் சமன்பாடு px + qy + r = 0 எனின் , 
ஏனையதன் சமன்பாடு ( px + gy + r ) ( 12 + m2 ) 

2 ( p + mg ) ( x + my + n ) என நிறுவுக . 
10. 4y + 3x 12 = 0 , 3y + 4x -- 24 = 0 கோடுகளின் 
டைப்பட்ட கோணத்தின் சமவெட்டிகள் யாவை ? 

11. 4x 3y + 1 = 0 , 12x + 5y + 13 = 0 கோடுகளின் 
இடைப்பட்ட கோணங்களுள் ஆதியிருக்கும் கோணத்தின் 
சமவெட்டியின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 

12 . x - y - 4 = 0 , 7x + y + 20 = 0 கோடுகளின் 
இடைப்பட்ட கோணத்தின் சமவெட்டிகளில் ஒன்று ஆதிவழிச் 
செல்லுமென நிறுவுக . 


- 


3. இரட்டைக் கோடுகள் 

( Pairs of Straight lines ) 


1. முன் அதிகாரத்தில் 1x + my + 1 = () ஒரு கோட்டினைக் 
குறிக்குமென நிறுவப்பட்டது . 


- 


( lx + my + n ) ( 1 + my + y ) 

( 1 ) சமன் 
பாட்டினைப் பார்ப்போம் . 1x + my + n = 0 , 11x + mly + 71 

0 கோடுகளில் உள்ள புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகளைத் தவிர , 
ஏனைய புள்ளிகளின் 

ஆயத்தொலைகள் 

இச்சமன்பாட்டில் 
பொருந்தா . ஆகவே , இச் சமன்பாடு 1x + my + n = 
| 1x + my + 11 0 கோடுகளைக் குறிக்கும் . { Ix + - my + n ) 
( l x + my + 1 ) 0 சமன்பாட்டினை விரித்தெழுதினால் 
| l1x2 + ( Im1 + 11m ) xy + mmy2 + ( Irl + lin ) X 
+ ( mn ] + man ] y + nni = 0 என்று வரும் . 


- 


11 


21 


-- 


html 


= a , Imi + lim 
= b , In + lin 
= C , mn ] + man 


- 


2g 
2f எனின் 


nni 


- 


இரட்டைக் கோடுகளின் சமன் பாடு 
ax2 + 2 hxy + by : + 2gx + 2fy + c = ( 0 ஆகும் ஆகவே , 
இரட்டைக் கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு x , y அடங்கிய 
இருபடிச் சமன்பாடாகும் . ax2 + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c 

0 என்றாற் போன்ற ஒரு பொதுப்படை இருபடிச் சமன்பாடு 
( General Equation of the Second Degree ) இரட்டைக் கோடு 
களைக் குறிக்க அச் சமன்பாடு 1x + my + r , 11x + mly + #11 
என்றாற் போன்ற ஒருபடிச் சினைகள் ( Linear Pactors ) இரண்டின் 
பெருக்குத் தொகையாகும் . 


- 


2. ax2 + 2hxy + by2 == 0 என்ற இருபடிச் சமபடித்தான 
சமன்பாடு ( Homogeneous Equationof the Second Degree ) ஆதி 
வழிச் செல்லும் இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


ax 2 + 2hxy + bye 


{ y + + 2 » y + {x } 


2 


இங்கு M1 + m2 


- 


b , my m2 


என்று கொண்டால் 


b 


ax2 + 2hxy - by2 


- 


b ( y2 


m1 + mz xy + m ] max2 ) 
b ( y -- mix ) ( y 

max ) 


- 


ax2 + 2hxy + by2 - 10 சமன்பாடு V - 111 X == 0 , 
7 mgx = 0 என்ற இரு கோடுகளைக் குறிக்கும் . இவ்விருகோடு 
களும் ஆதிவழிச் செல்லுமாகையால் ax2 + 2hxy --- by2 O 
சமன்பாடு ஆதிவழிச் செல்லும் இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் . 

2h 
3 - 72 

mraj 712 

b . 


- 


h --- / h2 


ab 


h 


12 


ab 


m 


-- 


- 


- 


tml 


Ple 


உ 


b 


iz 2 = ab என்று இருந்தால்தான் ?? ] , m , என்பனவற்றிற்கு மெய் 
மதிப்புகள் வரும் . இந் நிலையில் ) - max = 0 , y -- 11gX == 0 
மெய்க் கோடுகளாகும் . 192 < db என்றிருந்தால் y - 111 x === 0 , 
y M2X 0 கற்பனைக் கோடுகள் . ஆனால் , இவை ( 0 , 0 ) 
மெய்ப் புள்ளியில் வெட்டும் . 


- 


இவ் 


3. ஆதிவழிச் செல்லும் இரட்டைக் கோடுகளின் தனித் 
தனிச் சமன்பாடு Ix + my = : 0, 11 % + muy 

0 ஆகும் . 
விரட்டைக் கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு ( Ix + my ) ( / 1x + mgy ) 

0. ( அ - து ) il1x2 + [ Im1 + 11m ] xy + mmy2 0 
இதனால் , ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 
இருபடிச் சமன் பாடு ஆதிவழிச் செல்லும் இரு கோடுகளின் 
சேர்ந்த சமன்பாடாக இருக்க x- ன் கெழு : d , y- ன் கெழு f = 0 
எண்ணுறுப்பு c = 0 என்று இருத்தல் வேண்டும் . 


- 


✓ / 


- 


ax2 + 2hxy + by2 -- 2gx --- 2fy + c + 0 இரட்டைக் 
கோடுகளின் சமன்பாடாக இருந்தால் 

abc + 2fgh - af2 - bge ch ? = 0 . 

இச் சமன்பாடு இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிப்பிடும் என்றும் . 
இக் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி ( xl , y1 ) என்றும் கொள்வோம் . 
ஆயங்களின் போக்கினை ( Direction ) மாற்றாமல் ஆதியை { x1 y1 ) 
புள்ளிக்கு மாற்றுக . 


- 
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(x , y) புள்ளியின் ஆயத்தொலை இம்மாற்றத்தால் ( 3 , y ) ஆக 
மாறின் 

= x + 1 + 1 . 
புதிய ஆயங்களைப் பொறுத்துக் கோடுகளின் சமன்பாடு 
a ( x + x ] } 2 + 2h ( x + x ] ) ( y + y ] ) + 5 ( y + y1 ) 2 + 2g ( x + x ] ) 
+ 2f { y - + y1 ) + c == 0 என்று வரும் . 

( அ.து ) ax2 + 2hsy + by : + 2 ( ax1 + hy1 + 8 ) x + 
2 ( hxx + by + f } y + ( ax12 = 2hxy1 + by12--2gx ] + 2fy1 + c ) = 0 . 

புதிய ஆதிவழி இக்கோடுகள் செல்வதால் x , y- ன் கெழுக் 
களும் எண்ணுறுப்பும் சுன்னமாக இருத்தல்வேண்டும் . 

( 1 ) 
hx1 + by : + f = 0 . 

( 2 ) 
ax12 

2hx x } 1 + by1 2 + 2gx1 + 2fy + c = 0 ( 3 ) 
ஆனால் , ax12 + - 2hxjy ] + by1 : + 2gx1 + 2fy1 + c 
= x ] ( ax + hy1 + g } + y1 { hx1 + by + f ) + gx | + fyi + c. 

: gx1 - fy1 + c = 0 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விடுவிப்பின் 
X 

1 
hf - bg gh - af ab h2 

hf --- bg gh - af 
ஃ . 11 
ab 

ab 


Vi 


கடிகாயை 


- 


- 


h2 > y 


இம்மதிப்புக்களை ( 4 ) -ல் ஈடாக்கின் 
hr 

gh af 
ab 

+ 


bg 


- 


ab -- 2 + f 


ப 


0 . 


( அ - து ) g [ hf --- bg ) + f ( gh - af ) + c [ ab - he ) 
( அ - து ) abc + 2fgh - af2 - bge ch2 0 . 


- 


பொதுப்படை இருபடிச் சமன்பாடு இரட்டைக் கோடுகளைக் 
குறிப்பிடின் இக்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 
hf -- bg 

gh - af 
að h2 ab 

ஆகும் . 


naa 


- 
- 


இங்கு ab 

h2 என்றிருந்தால் வெட்டும் புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் எண்ணிலியாகும் . 

நிலையில் கோடுகள் 
இணையானவையாகும் . 


கா 
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பிறிதொரு முறை 

ax2 + 2hxy + by2 + 28x + 2fy + c = 0 ( 1 ) ஒருபடிச் சினை 
கள் இரண்டின் பெருக்கல் தொகையாக இருந்தால் இச் சமன்பாடு 
இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் என்று நிறுவினோம் . 


இச் சமன்பாட்டை x- ன் இருபடிச் சமன்பாடாகக் கருதின் 
ax : + 2x ( hy + g ) + ( by2 + 2fy + c ) : 0 கான்று எழுதலாம் . 

( hy + 8 ) = V ( hy - * 12 --- alby: + 2fy + c ) 


( 1 ) இருபடிச் சினைகள் இரண்டின் பெருக்கல் தொகையாக 
இருக்க 


( hy +8) --- 1 ( by2 + 2fy + c ) இருபடித் தொகையாக 
இருத்தல் வேண்டும் . 


- 


இதனை ( h2 - ab ) y2 -- 2 ( gh -- af ] y + g2 

ac என்று 
எழுதலாம் . இது ஓர் இருபடித் தொகையாக இருந்தால் 
( gh - af ) 2 = ( h2 - ab ) { 82 ac ) 

( அ - து ) a ( abc + 2fgh - af2 --- bge --- ck2 ) = 0 . 
a + 0 என்றால் abc + 2fgh - af2 bg2 ch2 0 . 


- 
-- 


H 


- 


5. ax2 + 2hxy + by ? - 2g + 2fy + C 

0 இரட்டைக் 
கோடுகளைக் குறித்தால் ax2 + 2hxy + by : 0 ஆதிவழி இக் 
கோடுகளுக்கு இணையான கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


- 


- 


வ 


-- 


ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c 0 குறிக்கும் கோடுகள் 
lx + my + n 0 , 11 x + my + n ] res 0 

என்றால் , 
ax2 + 2hxy + by ? + 2gx + 2fy + c ( Ix + my + n ) ( 11 + my + 1 ) 

ஃ.111 = a , mml b , Im1 + lim 21 . 
ஆதிவழி 1x + my + n = 0 , 113 + mly + n = ( 0 கோடுகளுக்கு , 
இணையான கோடுகளின் சமன் பாடு Ix + my = 
11+ my 

0 ஆகும் . 


0 . 


இக்கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 

( lx + my ) ( l1x + my ) == 0 . 
( அ - து ) lllx2 + ( Im1 + Im ] xy + wwmyy2 = 0 . 
( அ - து ) ax : + 2hxy + by : 0 . 


- 
- 


-- 
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மாதிரி 


2x2 + 3xy - 2y2 + 7x + 9y - + K = 00 சமன்பாடு K- ன் 
எம் மதிப்புக்கு இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் ? 

இச் சமன்பாடு இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் எனக் 
கொள்க . 

ஆதிவழி இக் கோடுகளுக்கு ஒரு போகான கோடுகளின் 
சமன்பாடு 2x2 + 3xy - 2y2 = 0 . 

( அ - து ) ( 2x -- y ) ( x + 2y ) 0 . 
ஆகவே , 2x2 + 3xy -- 2y2 + 7 : + 9y + K = 0 

சமன்பாடு 
குறிக்கும் கோடுகள் 3x - y + A = ) , x + 2y + B = 0 ஆகும் .. 

2x2 + 3xy - 212 + 7x + 9y + K 

= ( 2x y + A ) ( x + 2y + B ) 
கெழுக்களையும் , எண்ணுறுப்புகளையும் இருபுறத்தும் 
ஒப்பிடின் 

A + 2B == 7 
2A - B = 9 

( 2 ) 
AB = K. 
{ 1 } , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் A 5 , B 1 

K = 5 . 


. 


உ 


...... 


- 


- 


இச் சமன்பாடு குறிக்கும் கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடு 

0 , 


- 


மாதிரி 2 : 


- 


ax2 + 2hxy + bye 0 கோடுகளில் ஒன்றின் சாய்வு வீதம் 
மற்றொன்றின் சாய்வு வீதத்தின் இருமடங்காக இருப்பின் 8h2 = ab 
என்று நிறுவுக .. 
ax2 + 2hxy + by2 = b ( y - myx ) ( y max ) என்றால் 

2h 
TY1 + 12 

ml m2 

bb 
ax2 + 2hxy + by ? 0 குறிக்கும் கோடுகள் 

mx 0 , y ma * 0 . 
இங்கு , my + 2me 

5 


காக 


ப 





RUS 


- 


- 
-- 


- 
- 
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21 + 1172 = 


2 


2h 
b 


3m . 


량 


- 


mima 


* 2mg3 = 


க 


h 


2 


( 


2012 
35 


( அ - து ) 8h2 


1 


9ab . 


மாதிரி 3 : 


- 


- 


- 


b , m ] he 


( x1 , y ] ) - லிருந்து ax2 + 2hxy + by : = 0 கோடுகளுக்கு 
வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் பெருக்கத் தொகை 
as ]2 + 2hxly1 + by12 

என நிறுவுக . 
v (a - b) 2 + 412 

ax2 + 2hxy + by2 0 சமன் பாடு ஆதி வழிச் செல்லும் இரு 
கோட்டின் சமன்பாடாகும் என நிறுவினோம் . 
ax2 + 2hxy + by2 b ( y - 111x ) ( ) - max ) என்றால் 

2h 
41 + 119 

க 
கோடுகள் y - m ] x = 0 , y - mex = 0. ( x1 } 1 ) - லிருந்து இக் கோடு 
களுக்கு வரையும் நோகுத்துக் கோடுகளின் பெருக்கத் தொகை 
y1 - 

Y1 - mgx1 
M1 + my2 41 + 122 
y12 - ( m1 + mg ) xly1 + mqmgx12 

( 1 + m12 ) ( 1 + m2 ? ) 
y12 - ( m1 + m2 ) X1y1 + Hump x1 * 
VI + mlam22 + my2 + my 

( my + ma ) * 191 - mm2x ] 
(mma - 1 ) 2 + (m1-- ma ) 2 
21 
* 1Y ] + 

b T 


m131 .. 


- 


-- 


பு 


- 


V ( -1) - ( - * 


T 


a # 18 + 2hzyl + by * 

b ) 242 


- 
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மாதிரி 4 : 


ax2 + 2hxy + by3 + 2g.x + 2fy + c = 0. ஆதியிலிருந்து 
சம தொலையிலிருக்கும் இரட்டைக் கோடுகளாயின் 

f4 - g4 = c ( bf2 - ag2 ) என்று நிறுவுக . 
அக் கோடுகள் Ix + my + n = 0 , 1xx + my + 11 = 0 என்று 
கொள்வோம் . 

ஃ ill | == a , miml b , Im ! + 1m 2h , In + lan = 2gs 
mini + min - 2f , nni = c . 

ஆதியிலிருந்து இக் கோடுகளுக்கு வரையும் தொலைகள் 


-- 


Y ) 


M12 + m2 


Ml12 + 01 


my2m2 


n 
12 + m ? 112+ m1 
( அ - து ) x2 ( 112 + my2 ) = 212 ( 12 + m2 ) 
( அ - து ) 121 , 2 - 11212 = many 2 

( 
( அ - து ) 2g ( n li -- nil ) = 2f ( mm ) - } } 1 ] n ) 
( அ - து ) g2 ( nl - nil ) 2 = f2 ( mn - muR ) 2 
( அ - து ) g2 { ( nl : + nil } 2 - 4llanni } 

= f ? { ( mni + mgn ) 2 - 4mm nny } 
( அ - து ) g2 ( 4g2 - 4ac ) = f2 ( 4f2 -- 4bc ) 
( அ - து ) g4 --- acg2 f * -- bcf : 
( அ - து ) f + g * was c ( bf2 - age ) . 


மாதிரி 


5 : 


ax2 + 2hxy --- bps + 2gx + zfy + c = 0 பொதுப்படை 
இருபடிச் சமன்பாடு இரண்டு ஒரு போகான கோடுகளைக் குறித் 
தால் h2 = ab , bg2 == af * என்றும் ஆக் கோடுகளின் இடைப்பட்ட 


- 


- 


M 


தொலை 2 

என்றும் நிறுவுக , 

13 ( --- 6 ) 
ax + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 கோடுகளைக் 
குறித்தால் abc + 2fgh - af 2 - bgs -- chx2 = 0 (1 என்னும் அக் 
கோடுகள் ஒரு போகானவையாயின் = 3 ( 2 ) என்றும் 4 - ஆவது 
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பகுதியில் நிறுவினோம் . ab- க்குப் பதில் 12 - ஐ { 1 } - * ஈடாக்கின் 
ch2 + 2fgh - af % -- bg ? che === ( ) என்று வரும் . 

ஃ af2 --- bg ? = 2fgh . 
( அ.து ) ( afa -- bg ) 2 = 4f2g2h2 .. 

4 / 2g2ab . 
( அ - து ) ( af bg2 ) 2 0 . 

ஃ af : = bga . 
பொதுப்படை இருபடிச் சமன்பாடு குறிக்கும் ஒரு போகான 
கோடுகள் Ix - + 12y + 1 = 0 , Yx ---- Way --- 131 

0 
கொள்வோம் . 


- 


- 


என்று 


6x2 + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + 

( lx + my + ra) 13 + my + ny ) 
In , b Pr2 , 2g = 1 { n + 121 ) , 
2f == m ( n + 13 ] ) , c == RAN ] • 


- 


ஆதியிலிருந்து இக் கோடுகளுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடு 
களின் நீள வேற்றுமைத் தொகை இக் கோடுகளின் இடைப்பட்ட 
தொகையாகும் . 


11 


3 


இடைப்பட்ட தொலை d 


412 + m ? 


( n --n )2 


- 


( 1 + 171 ) 2 

- 4nny 
12 + m2 


28 


2 


1 


, 


a + 


4 ( - ) 


4 ( g ? -- ac ) 

a ( a + b ) 


a +6 


d = 2 


a ( a + b ) 


இரட்டைக்கோடுகள் 


மாதிரி 6 : 

ax2 + 2 hxy + by2 = 0 , 1 % + fry = 1 கோடுகளால் அமை 
யும் முக்கோணத்தின் பரப்பு 

நிதவுக . 
2hlm -- ble 


vh2 
arrns | 


- 


1x + y 


= 1 கோடு , 3 * 2 --- 2hxy --- ty2 
வெட்டும் புள்ளிகள் ( # 15Y1 ) ( x2,72 ) எனக் கொள்வோம் . முக் 
கோணத்தின் ஒரு முனை ஆதியில் இருப்பதால் அதன் பரப்பு 
I ( xye -- x2y1 ) ஆகும் . ( x1 , 11 ) ( 12 , 12 ) புள்ளிகள் 
ax2 + 2hxy -- bye 0 கோடுகளில் இருப்பதால் 

ஓ 

y1 y 
a 

0 சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 


XI 


- 


* 


- 


( 3) 


--- 21 


2h 


+ 


- 


31 
PI 


து 


45 


( * 


12 


- 


Ix + my = 1 , ax2 + 2hx + bye செமன்பாடுகளில் X- ஐ 
நீக்கவரும் சமன்பாட்டால் y1 % y2 ஐக் கணக்கிடலாம் . 

1 


al 


my ) 

+ by 


1 


( அ.து ) ya (an2 


2hlm + F12 ) + 2y ( hl 


ama ) -- a = 0 


yiye 


an2 


2hlin 


bl2 


- 


முக்கோணத்தின் பரப்பு 


I { x } y2 -- x2y1 ) 


Iyy2 


2 / h2 -- ab 


- 


am2 - .. 2 him + 61 


</ h2 ab 

2h / + b12 


-கடி 
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மாதிரி 7 : 


axs + bx2y + cxy2 + dy8 = 0 குறிக்கும் கோடுகளில் இரு 
கோடுகள் தம்முள் நேர்குத்தாக இருந்தால் a2 + d ? + bd + ac 
= 0 என நிறுவுக . 
axs + bx2y + cxy2 + dys - d ( y- max ) ( y - max ) y = ngx ) 
எனக்கொண்டால் , கோடுகளின் சமன்பாடுகள் y - myx 10 , 

0 y . 
max 

1 
0 , mim , mg 

d 


- 


tilsx = 


எனக் காணலாம் . 


இக் கோடுகளில் இரு கோடுகள் 


தம்முள் நேர்குத்தாக இருக் 


கின் றன . 


& Yil ] YP2 


- 


m ] frams 


. This 


d 


axs + bx2y + cxy2 + dys = dx3 


(? -m ) ( - ms ) ( ? - %,) 


2. க்குப் பதில் fil3 -ஐ ஈடாக்கின் 

இருபுறமும் சுன்னமாகும் . 
ஃ d ( mg ) 3 + c ( mg ) 2 + b ( ms ) + 4 = 0 . 


( அ - து ) - (g) + c (1 ) 


+ b 


( 8 ) 


+ a = 0 . 


as 
d2 

+ 


ca2 

bal 
+ 
d2 a a 

+4 = 0 . 
{ அ - து ) as + ca2 + bad + ad2 = 0 . 
4 = 0 எனின் a2 + ac + bd + d = 0 . 


பயிற்சிகள் 8 


1. K- ன் எம் மதிப்புக்கு 12x2 + 7xy + Ky + 13x - y + 3 = 0 
இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிப்பிடும் ? வந்த மதிப்பை K- ன் 
மதிப்பாகக் கொண்டு கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாட்டினைக் 
காண்க . 


2. 2x2 - xy - y3 - 10x - 2y + 1 = ) 

இரட்டைக் 
கோடுகளைக் குறித்தால் A- ன் மதிப்பையும் , இக்கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளியையும் காண்க . 


இரட்டைக்கோடுகள் 
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3. ax2 + 2hzy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 சமன்பாடு 
குறிப்பிடும் கோடுகள் y ஆயத்தில் வெட்டின் 2fgh - bg2 - ch2 

0 என்று நிறுவுக . 


- 


4 . x2 + 5xy + 4y2 + 3x + 2y + 2 = 

சமன்பாடு 
இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிப்பிடின் ன் மதிப்பு என்ன ? 


5. - x2 -- y2 + * - 3y -2 = 0 
கோடுகளைக் குறிக்கும் என நிறுவுக . 
யாது ? 


சமன்பாடு இரட்டைக் 
வை வெட்டும் புள்ளி 


6. x2 + 3xy + y ? - 7x - 3y + 1 

3y + 1 = 0 இரட்டைக் கோடு 
களைக் குறிக்கும் என நிறுவுக . ( 1 , 2 ) வழி இவற்றிற்கு ஒரு 
போகான கோடுகளின் சமன்பாடு என்ன ? 


7. 4x2 + 12xy + 9y2 - 6x -9y + 1 = 0 ஒருபோகு 
கோடு இரண்டின் சமன்பாடு என நிறுவுக . இக் கோடுகளின் 
டைப்பட்ட தொலை என்ன ? 


8. x2 + 2xy + y2 - 8ax 9a2 

ஒரு 

போகான 
இரு கோடுகளைக் குறிப்பிடும் என நிறுவுக . இக் கோடுகளின் 
இடைப்பட்ட தொலை என்ன ? 


9. x2 + 2 / 3xy + 3y2 - 3x 3 / 3y - 44 = 0 சமன்பாடு 
ஒருபோகு இரு கோடுகளைக் குறிப்பிடும் என நிறுவுக . இக் கோடு 
களின் இடைப்பட்ட தொலை என்ன ? 


10 . ax2 + 2hxy + by2 0 கோடுகளுக்கு 
நேர்குத்தாக வரையும் கோடுகளின் 
bx2 - 2hxy + ay2 = 0 என நிறுவுக . 


வழி 
சமன்பாடு 


11. ( c , d ) - லிருந்து ax2 + 2hxy + by2 0 கோடுகளுக்கு 
வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் சமன்பாடு என்ன ? 


12. ax2 + 2hxy + by2 = 0 , x cos A + y sin A = p கோடு 
களால் அமைந்த முக்கோணத்தின் நடுக்கோட்டு மையம் , P- ன் 
அனைத்து மதிப்புக்கும் x ( a tan A - h ) + y ( h tan A - b ) = 0 
கோட்டில் இருக்கும் என நிறுவுக . 


13. ax2 + 2hxy + by ? = 0 , y = x + c கோடுகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்பு c / h2 ab 

என நிறுவுக . 
a + 5 + 2h 


- 
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14 . ax2 + 2hxy + by2 == 0 , a1x2 + 3hzxy + by2 
குறிப்பிடும் கோடுகளுள் ஒன்று இரண்டிற்கும் பொதுவாக 
இருந்தால் 

4 ( aky azh ) [ hb ] hb ) ( aby ayb ) 2 என நிறுவுக , 


கன 


- 


15. ax2 + 2hxy -- by : -- 2gx + 2fy + c == 1) இரட்டைக் 
கோடுகளைக் குறிப்பிடின் இவை வெட்டும் புள்ளிக்கும் ஆதிக்கும் 
இடைப்பட்ட தொலையின் இருபடி 

c ( a + b ) - fr -- g ? 

ab 
நிறுவுக . 


கோடு 


16 . 12: 2 20xy --7y2 = 0 , 2x - 3y + 4 = 0 
களால் அமையும் முக்கோணத்து நடுக்கோட்டு மையத்தின் 
ஆயத்தொலைகளைக் காண்க 


- 


7y 


17 . 12x : + 7xy - 12y2 (1) , 12 * 2 -- 7xy --- 12y : ---- x 

1 == 0 இந் நாற்கோடுகள் ஒரு சதுரத்தின் பக்கங்கள் 
நிறுவுக . 


- 


y { b1 - 


-- 


18 . ஒரு போகுநாற்சிறையின் ஒரு மூலவரை 13 + tly 1 
கோடாகவும் , இருபக்கங்கள் ax2 + 2hxy + b கோடுகளாக 
வும் இருந்தால் அதன் மற்ற மூலவரை 

Harm ) 
= x ( am -- hl ) என்று நிறுவுக . 

19. ax2 + 2hxy + by2 == 0 கோடுகள் , ( x1 , y1 ) புள்ளி வழ 
இக் கோடுகளுக்கு வரையும் ஒரு போகு கோடுகள் , இவற்றால் 
அமையும் ஒரு போகு நாற்சிறையின் ஆதி வழிச் செல்லாத மூல 
வரையின் சமன்பாடு ( 2x --- x1 ) ( ax : + hy y ) + { 2y --- y1 ) 
( hx ] + by1 ) 0 எனவும் , ஒரு போகு நாற்சிறையின் 

ax12 + 2hx | y1 + by12 
பரப்பு 

எனவும் நிறுவுக . 
24/ h2 -- ab 
20 . ax2 - 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = () , 
ax2 + 2hxy + bya 0 கோடுகளால் அமையும் ஒரு போகு நாற் 
சிறையின் பரப்பு 

என நிறுவுக . 
h2 


- 


C 


20 


ab 


21. ( ab - h ) ( ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy ) -- af2 
+ bg2 - 2jgh = 0 சமன்பாடு இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிக்கும் 
எனவும் , இக் கோடுகள் , ax : + 2hxy + b : 2 = ( 0 

( கோடுகள் 
இவற்றால் அமையும் நாற்சிறை ஒருசாய்வு சதுரமாயிருப்பின் 
( ( 


உட 


பட 


இரட்டைக் கோடுகள் 
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22. ax2 + 2hxy + by : = 0 , 1 % + my = 1 கோடுகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் ( x , y 

1 ) 
11 
எனின் 1 am2 

/ 


-- 


- 


-- 


23. ys - 33 + 3xy ( 1 - 7 ) == (0 சமன்பாடு தம்முள் சமச் 
சாய்வு உடை முக்கோடுகளைக் குறிக்கும் நிறுவுக 

6 ax2 + 2hxy + by 0 சமன்பாடு குறிக்கும் இரட்டைக் 
கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் . 
ax2 + 2hxy + bye = by -- myx ) ( y -- ingac ) எனின் 

2n 
m - 1122 


பா 


* 


April ] Fil2 = 


சமன்பாடு 


Til ] 


கப்- 


0 , 


கோடுகளின் தனித்தனிச் 
y --- mlax 0 ஆகும் . 


இக்கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் எனின் 


சு 


tay28 


Pl 
+ in ne 


மாம் 


[ m ] + ma - Amma 

( 1 + M ] m2 ) 


412 
be 


- 


b 


(1 + 1 ) 


- 


4 ( 12 ab )) 
(a + b ) 


- 


பட 


ab 


- 


2Vh2 

a + 


சி குறுங்கோணமாயின் + குறியும் , விரிகோண மாயின் " 
குறியும் மேற்கொள்ளப்படும் . 


குறிப்பு : ax2 + 2hxy + by + 23 + 2y + + சமன் 
பாடு இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிப்பின் 


இங்கு கோடுகளின் இடைப்பட்ட 


2 / h2 -- ab 
tan 0 

a + 5 
கோணமாகும் . 
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ப . 


a + b = 0 என்றால் cot 4 - வின் மதிப்புச் சுன்னமாகும் . 

சி 90 . 
ஆகவே ஒரு சமன்பாடு குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகள் தம்முள் 
நேர்குத்தாவதற்குரிய கட்டுப்பாடு 32 , 12 இவற்றின் கெழுக் 
களின் கூட்டுத்தொகை சுன்னமாகும் . 

எடுத்துக்காட்டாக x2 - y ? = 0 , : tax2 + 2hxy - ay2 
சமன்பாடுகள் தம்முள் நேர்குத்தான கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


- 


- 


மாதிரி 8 : 

( lx + lily ) 2 -- 3 ( 7mx -- ly ) ? == 0 குறிக்கும் கோடுகள் , 
.Ix + my + n = 0 கோடு இவற்றால் அமைந்த முக்கோணம் 
சமபக்கமுடையது என நிறுவுக . 
கோடுகளின் சமன்பாடு 

( 1 ) Ix + my + n = 0 
( 2 ) ( 1 + m V3 ) x + ( m 

1/3) y 0 . 
( 3 ) ( 1 - m v3 ) x + ( m + 1/3 ) y = 0 
( 1 ) , ( 2 ) கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் 

1 ( m - 1 / 3 ) - m ( 1 + m V3 ) 
+ tan- 1 

1 { I + m V3 ) + m ( m - 1/3) 
+ tan - 1 ( -W3 ) = 60 ° . அல்லது 120 ° .. 

( 1 ) , ( 2 ) கோடுகளின் இடைப்பட்ட குறுங்கோணம் 
- = 60 " . 

இம்மாதிரியே ( 1 ) , ( 3 ) கோடுகளின் இடைப்பட்ட குறுங் 
கோணம் - 60 ° . 

ஃ முக்கோணத்தின் மூன்றாவது கோணம் 60 . ஆகவே , 
முக்கோணம் சமபக்கமுடையதாகும் . 

8. ax2 + 2hxy + bye 0 குறிப்பிடும் கோடுகளின் இடைப் 
பட்ட கோணத்தைச் சமபங்காக்கும் கோடுகளின் சமன்பாடு 
ax2 + 2hxy + by : = b ( y - mgx ) { y - max ) எனின் 

2h 
m ] + im , 

5 > M ] ma 


- 


- 


-- 


- 


இக்கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடு 
y -- myx = 0 , y 

max = 0 . 
இவற்றின் இடைப்பட்ட கோணத்துச் சமவெட்டிகளின் 
சமன்பாடுகள் 


இரட்டைக் கோடுகள் 
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- 


M2 X 


- 


- 


} 


--- 


1 + m ] 


2 


y - ml x Ju 

* m , x 

}-2 
V1 + 112 M + 17122 V1 + my2 VI + m22 

சமவெட்டிகளின் சமன்பாடுகளை ஒரே சமன்பாட்டில் 
எழுதினால் , அது 
y - m1x } max 

} m ] X y - max 

0 
1 + m 2 11 + 122 

v1 + 122 
ஆகும் .. 

( y ---- max ) 2 
( அ - து ) 

0 . 
1+ m 

1 + my - 
( அ - து ) ( 1 + 0122 ) (y - m1x ) - ( 1 + 012 ) ( y + m , x ) 2 = 0 . 
( அ - து ) ( my2 - 022 ) ( x2 -ya ) +2 (mm2-1 ) ( m1 -ma ] xy = 0 

( அ - து ) ( my + mg ) ( x2 - y2 ) + 2 ( my ma - 1 ) xy = 0 . 
m ] + m2 , my m , -ன் மதிப்பை இங்கு ஈடாக்கின் சமவெட்டி 
களின் சமன் பாடு 
2h 
y2 ) + 2 

xy = 0 என்று வரும் . 


b 


( 6-1 ) = 
( அ - து ) * - * = * 


2 ) 


இரண்டாவது முறை 


E 


x 


- 


Y 


படம் .33 


" 


ax2 + 2hxy + bye := 0 கோடுகளின் தனித்தனிச் 
பாடு 

myx = 0 , y - mex = 0 எனின் , my + in2 


சமன் 
21 
b 


- 


- 


- 


ml me = 


b 


16 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


61 -- 2 


2 


இக் கோடுகள் 3 ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணங்கள் 
81 , 02 எனின் , 112 ] == tt. T1 81 , 10 , == tall 8 , சமவெட்டிகள் x 
ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணங்கள் 

2 2 

2 
எனக் காணலாம் . அவை ஆதிவழிச் செல்லுவதால் அவற்றின் 
சமன்பாடுகள் 

81 + 62 
} = x tan 

tan 
2 

2 


- 


-- 


28 


இங்கு 81 + 82 எனின் , சமவெட்டிகளின் சமன்பாடு 

y = x tan a aa ) , y -- x cot 6 = 0 ஆகும் . 

சமவெட்டிகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 
( y - x taa g ) ( y + x cot 8 ) 0 . 
( அ - து ) y2 x2 

cot 0 ) 


-கள் 


- 


CosS 


- 


2xy 


FOS 2 
Eip 28 


KJ 


-கம் 
காட்ட 


. 


tak 2 91 


tan 2 e = tan ( 61 - 12 ) 


- 


- 


targ - 126 . 
1 Tan in tam2 
111 1 + 1172 
1 1111 1112 
26 

20 

b 
1 


y2 


b 


சமவெட்டி, களின் சமன்பாடு 


-- 


- 


y2 


( அ - து ) 


- 
- 


. 


> 


-- 


மாதிரி 9 : 

( lx + my ) 2 - 3 ( inx --- ly ) ? = (0) கோடுகள் , 1x + my + n = 1 
கோடு இவற்றால் அமைந்த முக்கோணம் சமபக்கமுடையது 
என்றும் அதன் பரப்பு 

என்றும் நிறுவுக . 

V > { 12 - | - na " ) 
( இவ் வதிகாரத்தில் மாதிரி 8 - ஐப் பார்க்கவும் . ) 


இரட்டைக் கோடுகள் 


--- 


க 


வ 


ப 


OA , 


- 


* 


--- 


P 

படம் -34 
{ lx + my ) 2 -3 { ms - ly 2 0 கோடுகள் ஆதி வழிச் செல்லும் . 
கோடுகளை 

OB என்று 

கொள்க . இவை 
} x + my + 1 = 0 - வோடு கூடி ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தைப் 
பிறப்பிப்பின் , AOB 

60 ° ஆகவும் , AOB கோணத்தின் 
சமவெட்டிகளில் ஒன்று PQ- க்கு ஒருபோகாகவும் , 
மற்றொன்று AB- க்கு நேர்குத்தாகவும் இருத்தல் வேண்டும் . 
0 வழி AB- க்கு 

நேர்குத்தான கோட்டின் சமன்பாடு 
- ly a 0 , AB- க்கு ஒருபோகான கோட்டின் சமன்பாடு 
1x + my 
AOB 60 

ஆகவும் , 

ABB- ன் சமவெட்டிகளின் 
சேர்ந்த சமன்பாடு { 1x + my ) ( mx - ly ) = 0 என்றிருப்பின் OPQ 
சமபக்க முக்கோணமாகும் . OA , OB கோடுகளின் சமன்பாடு 
( 12 - 3m2 ) x2 + 8lm xy + { m2 -- 312 ) ya 0 ஆகும் . 

2016 12m2 - (12 - 3rn- ) ( n = 3/ - ) 
tan AOB = + 

( 12 -- 3m ? ) + m ? 312 

13 
--2 (12 + 1m2 ) 
# V3 . 
குறுங்கோணம் AIB = 60% 
AOB கோணத்துச் சமவெட்டிகளின் சமன்பாடு 

= y ? 
( 12 - 3m2 ) ( m - 312 ) 4lm 


- 


-- 


= + 2/3 ( 12 + m2 2 


- 


- 


- 
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ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


- 


உ 


- 


( அ.து ) 

m2 

lan 
( அ - து ) Imx2 - Imy2 laxy -- 1n2xy 
( அ - து ) Imx8 - lexy + maxy -- my ? 
( அ - து ) ( lx + my ) ( mx - ly ) = 0 . 

OPQ சமபக்க முக்கோணமாகும் . 
0 - லிருந்து PQ- க்கு வரையும் நேர்குத்துக்கோட்டின் 

நீளம் 
V12 + m ? 

ne 
முக்கோணத்தின் பரப்பு 

1/3( 12 + m2 ) 
எளிதிற் காணலாம் . 


- 


என்று 


மாதிரி 10 : 


ஆதிவழி 1x + my + n = () கோட்டோடு கூடி 45 பிறப்பிக் 
கும் கோடுகளின் சமன்பாடு 

( 12 - m2 ) ( x2 = y ) + 4lm xy = 0 என நிறுவுக . 


O+v+fw+x7 


A 


படம் -35 
அத்தகைய கோடுகள் OA , OB என்றும் , 4x + my + m R S 
கோடு AB என்னும் கொள்க . 

OAR = 45 * , OBA a 45 " ஆகையால் ABB = 90 " . 


இரட்டைக் கோடுகள் 
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ax2 + 2hxy - ay2 


. OA , OB- ன் சமன் பாட்டை 
என்று கொள்ளலாம் . 


ASB- ன் சமவெட்டிகளில் ஒன்று AB- க்கு நேர்குத்தாகவும் , 
மற்றொன்று AB- க்கு ஒருபோகாகவும் இருக்கும் . 
சமவெட்டிகளின் சமன்பாடு ( Ix + my ) ( mx - ly ) = 0 . 
( அ - து ) Im ( x2 - ye ) = ( 42 m2 ) xy . 

x2 - y : * y 
( அ து 

Im 


...... 


* 


ABB- ன் சமவெட்டிகளின் சமன்பாடு 

sy 
2a 

h 


அ 


ya 


- 


( 2 ) 


( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை ஒப்பிடின் 
2a = 12 -- m2 , l = 


Im . 


OA , OB கோடுகளின் சமன்பாட்டில் இம் மதிப்புகளை 
ஈடாக்கின் அதன் சமன்பாடு 

( 12 - m2 ) ( x2 -- y2 ) + 4m sy = 0 ஆகும் . 


9. ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 ( 1 ) 
சமன் 
பாடு இரட்டைக் கோடுகளைக் குறிப்பிடின் abc + 2fgh - af2 
- bg2 ch2 0 () எனக் கண்டோம் . இக் கட்டுப்பாடு இல்லை 
யெனின் ( 1 ) சமன்பாடு வட்டம் , கூம்பு வெட்டி ( conic ) போன்ற 
ஒரு வளைவரையைக் குறிக்கும் . 


- 


- 


1. ( 2 ) கோடு இவ் வனை வரையை A , B புள்ளிகளில் 
வெட்டுமெனக் கொள்வோம் . 


- 80 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


lx + my 


3x2 + 2hxy --- by2 + 2gx --- 2fy + c = ) சமன்பாட்டினை 

= 1 சமன்பாட்டால் சமபடித்தான சமன்பாடாக்கினால் , 
ax : + 2hxy + by : + 2 ( gx + fy ) ( Ix + my ) + C Ix + y ) 2 = 0 
( 3 ) என்று வரும் . இது ஆதி வழிச் செல்லும் இரு கோடு 
களைக் குறிப்பிடும் . மேலும் ( ! ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளில் பொருந்தும் 
புள்ளிகளின் ஆட்டத்தொலைகள் ( 3 } -லும் பொருந்தும் . 


ஆகவே , ( 2 ) கோடு ( 1 ) வளைவரையை வெட்டும் புள்ளி 
களை ஆதியோடு இணைக்க வரும் கோடுகளை ( 3 ) குறிப்பிடும் . 
ஆகவே , CA , 03 கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு ( 3 ) ஆகும் . 


கோட்டின் சமன்பாடு ! x + my + n = ( ) எனின் , OA , OB 
கோடுகளின் சமன்பாடு 


ax + 2hxy + bp® +2 {e = + fo ) (l: + m ) + c ( * + m ) = 


O 


ஆகும் . 


மாதிரி 


11 : 


y = x + c கோடு x2 + y2 = a2 வட்டத்தை வெட்டும் 
புள்ளிகளை ஆதியோடு இணைக்க வரும் கோடுகள் தம்முள் நேர் 
குத்தாயின் 262 

(32 ( 1 + m ? ) என்று நிறுவுக . 


y = mx + c கோடு x + y2 = a2 வட்டத்தை வெட்டும் 
புள்ளிகள் A , B ானக் கொள்வோம் . OA , OB சமன்பாடு காண 
x2 + y2 

a2 சமன்பாட்டை y = mx + c ஆல் சமபடித்தாக 
ஆக்கவேண்டும் . 


-டி 


OA , OB- ன் சமன்பாடு x2 + ya 


( - " ")" 


( அ - து ) c2 ( x2 + y ) = a2 ( y - mx ) 2 . 


( அ.து ) ( c2 = a2m2 ) x2 + 2a ? mxy + ( c2 - as ) y2 = 0 . 
இக் கோடுகள் தம்முள் நேர்குத்தாதல் வேண்டும் . 

x2- ன் கெழு + y ) - ன் கெழு = 0 . 

aam2 + 2 g2 0 . 
( அ.து ) 2c2 = 72 ( 1 + m2 ) . 


- 


-- 
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மாதிரி 


12 : 


ax2 + 2hxy + by2 = 0 , 1x + ily = 1 கோடுகளால் அமைந்த 
முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்ட மையத்தினைக் காண்க . 


Ex 
+ 
y 
= 


- 


a 


- 
- 


படம் .37 
OA , OB கோடுகளின் சமன்பாடு ax2 + 2hxy + by2 0 எனவும் 
AB- ன் சமன்பாடு 1x + my = 

1 எனவும் கொள்க . இக் கோடு 
களால் அமைந்த முக்கோணத்துச் சுற்று வட்டம் ஆதிவழிச் 
செல்வதால் . அதன் சமன்பாட்டை x2 + y2 + 2gx + 2fy : 
எனக் கொள் வோம் . 
Ix + my = 1 கோடு இவ் வட்டத்தை A , B புள்ளிகளில் வெட்டின் , 
OA , OB கோடுகளின் சமன்பாடு 

x2 + y2 + ( 2gx + 2fy ) ( lx + my ) 
( அ - து ) ( 1 + 2gl ) x2 + 2 { mg + fl ] xy + ( 1 + 2fm ) y : = 0 . 
இச் சமன்பாட்டினை ax2 + 2hxy + by : 0 ஓடு ஒப்பிடின் 
1 + 2g1 mg tog! 

1 + 2fm 
h 

b 
ஒவ்வொரு தகவையும் K எனக்கொள்வோம் . 
1 + 2gl = aK , mg + jl = hK ; 1 + 2fm = bK . 
aK . 1 

bK 
ஃ 28 

2f 


. 


- 1 


- 


- 


S 


m 


+ 


m ( aK - 1 ) ( bK - 1 ) 

hK . 
21 

2m 
m ? ( aK . - 1 ) + 12 ( bK - 1 ) 2hKIm 
6 


- 
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ஆயத்த்தொலை வடிவ கணிதம் 


( அ - து ) K ( am2 


2hlm + bl2 ) = 12 + m2 


* K 


- 


12 + m2 
am2 - 2hlm + bla 


- 


1 


ama 


ஃ 28 


- 


. 


a ( 12 + m " ) 
2hlm + 672 

1 
b ( 12 + m2 ) 

2hlm + b12 


1 


ama 


2f 


- 


mn 


( அ - து ) 23 


al2 + 2hlm -- b12 al + 2hm - bl 

+ 
l ( am2 2hlm + b12 ) am2 2hlm + bls 


இம்மாதிரியே 

2f = 


am + 2hl 

- tm 
2hlm + 512 


am2 ) 


- 


ஃ . வட்டமையம் 

( a - b ) 1 + 2hm ( a -- b ) m + 2hl 
2 (an ? 2hlm + bl2 ) ( 2am? - 2hlm + b12 ) 


பயிற்சிகள் 6 


- 


1. aax2 + 2h ( a + b ) xy + baya 

கோடுகள் 
ax2 + 2hxy + by2 == 0 கோடுகளோடு சமச்சாய்வுடையதாக 
இருக்கும் என நிறுவுக . 

2. ( a - b ) ( x2 - y2 ) + 4hxy 0 கோடுகள் , h ( x2 - ya ) 
= ( a - b ) xy கோடுகள் இவை தம்முள் ஒன்று மற்றொன்றின் 
டைப்பட்ட கோணத்தின் சமவெட்டிகளாகும் என நிறுவுக . 


3 


3. 6x2 + xy --- 12y2 - 14x + 47y - 40 = 0 
14x : + xy - 4y2 --- 30x + 15y == 0 இவை ஒரே புள்ளிவழிச் 
செல்லும் கோடுகள் எனவும் , முதற் சமன்பாட்டுக் கோடுகள் 
இரண்டாவதன் கோடுகளோடு சமச்சாய்வுடையன 

என்றும் 
நிறுவுக . 


4xy + y ? = 0 கோடுகள் x - y = 3 

கோடு 
இவற்றால் அமைந்த முக்கோணம் சமபக்கமுடையது என 
நிறுவுக . 


இரட்டைக் கோடுகள் 
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5. ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் நடுக்கோட்டு மையம் 
ஆதியாகவும் , ஒரு பக்கம் 3 + y = 1 கோடாகவும் இருப்பின் 
அதன் ஏனைய பக்கங்களின் சமன்பாடு என்ன ? 


6. ax2 + 2xy + by2 = 0 , Ix + my + n = 0 கோடுகளால் 
அமையும் முக்கோணம் செங்கோண இரு சரிச்சிறை முக்கோண 
மாயிருப்பதற்குரிய கட்டுப்பாடு என்ன ? 


7. ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 

சமன்பாடு 
( 51 , yx ) - ல் வெட்டும் இரு கோடுகளைக் குறித்தால் இக் கோடு 
களின் இடைப்பட்ட கோணத்தின் சமவெட்டிகள் 
( x - x } } 2 - ( y - y1 ) 2 ( x - * 1 ) ( y - y ) 

என நிறுவுக . 
5 

k 
ச் சமவெட்டிகள் , * ஆயம் இவற்றால் அமைந்த முக் 

ca 
கோணத்தின் பரப்பு / { a - b ) 2 + 4h ? 

என நிறுவுக . 
2h 

ab 


8. ( a + 2hm + bm2 ) x2 + 2 { ( b - a ) m -- ( 7m2 -1 ] h } xy 
+ ( am2 

2hm + b ) - 0 கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் 
m- ன் அனைத்து மதிப்புக்கும் மாறாத்தன்மையது என நிறுவுக . 


pe 


9. ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 தம்முள் நேர் 
குத்தாகும் இரு கோடுகளைக் குறிப்பின் ஆதியிலிருந்து அவை 

fs + g2 
வெட்டும் புள்ளியின் தொலையின் இருபடி 2 + iz 

என நிறுவுக . 


MA 


- 
க 


10. 332 + 5xy 3y2--23 + 3y 10 , 3x - 2y = 1 இவற் 
றின் பொதுப் புள்ளிகளை ஆதியோடு இணைக்கவரும் கோடுகள் 
தம்முள் நேர்குத்தாக உள என நிறுவுக . 


- 


11. 3x2 --- xy + 3y2 + 2x - 3y + 4 == 0 , 2x + 3y K 
இவற்றின் பொதுப் புள்ளிகளை ஆதியோடு இணைக்கவரும் கோடு 
கள் தம்முள் நேர்குத்தாக இருப்பின் , 6K2 - 5K + 52 = 0 என 
நிறுவுக . 


+6 


12. 6x - y + 8 = (0 கோடு 3x2 + 4xy - 4y2 -- 11x + 2y 

= 0 கோடுகளை வெட்டும் புள்ளிகளை ஆதியோடு இணைக்க 
வரும் கோடுகள் ஆயங்களோடு சமச்சாய்வு உடையதாக 
இருக்குமென நிறுவுக . 


- 
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- 


வை 


13. Ix + y + n = 0 , x2 + y ^ + 2px - 2xy 0 . 
வெட்டும் புள்ளிகளை ஆதியோடு இணைக்கும் கோடுகளின் 
சமன்பாடு என்ன ? இக் கோடுகள் தம்முள் நேர்குத்தாவதற் 
குரிய கட்டுப்பாடு என்ன ? 


Ix + ny 


- 


14. x2 + y2 வட்டத்தில் , 
பாடு 

ஆதியிடத்து 
4 { a2 ( 12 + m2 ) - 1 } = { a3 ( 12 + m ? ) 


உடைய 


நாண் 


1 சமன் 
45 ° பிறப்பிப்பின் 
2 } ? என நிறுவுக . 


- 


15. Ix + my = 1 கோடு x2 + y ? = a2 வட்டத்தை P , Q- ல் 

1 
வெட்டினால் PCQ = cos - 1 

என நிறுவுக . இங்கு 0 

avl2 + m2 
ஆதியாகும் . 


- 


16 . 

3x - 5y = 2 கோடு , 2x2 + 5xy -- 3y2 + 3x - 5y 
கோடுகளின் சமன்பாடு என்ன ? இந்த நாற் கோடுகளால் 
அமையும் நாற்சிறை ஒருபோகு நாற்சிறை என நிறுவுக . 


17. ஆதி , 2x2 - 7xy + 3y2 + 5x -- 10y -- 25 = 0 , 
கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி , இக்கோடுகளை x + 2y - 5 = 0 கோடு 
வெட்டும் புள்ளிகள் என்ற இந் நான்கும் ஒருபோகு நாற்சிறை 
ஒன்றின் முனைகளாகும் என நிறுவுக . 


- 


18. ya 4a ( x + a ) வளைவரையை y - k 

y - k = m (x + 2a } 
கோடு , A , B புள்ளிகளில் வெட்டின் AOB கோணத்தின் சம 
வெட்டிகளைக் காண்க . இங்கு 0 ஆதியாகும் . 


19. 21 நீளமுடைய ஒரு கோட்டின் இரு முனைகள் தனித்தனி 
ax2 + 2hxy + by2 0 கோடுகள் ஒவ்வொன்றிலும் இருப்பின் , 
கோட்டின் நடுப்புள்ளியின் இயங்குவரை ( ax +-hy ) 2 + ( hx + by ) 2 
+ ( ab - h2 ) 12 = 0 என நிறுவுக . 


- 


20 . ax2 2hxy + bys = 0 , x cos d + y sin d 
கோடுகளால் அமையும் முக்கோணம் சமபக்கமாயின் 

h 

b 
1-2 cosal 2 sin 20 

என நிறுவுக . 
1 + 2cos 2 1 


- 


4. வட்டம் 

( Circle) 


வரையறை : 

நிலைப்புள்ளி ஒன்றிலிருந்து மாறாத தொலை 
யுடைய ஒரு புள்ளியின் இயங்குவரை அந்நிலைப் புள்ளியை மைய 
மாகவும் , அந்த மாறத் தொலையை ஆரமாகவும் கொண்ட வட்ட 
மாகும் . 


2.) வட்டத்தின் சமன்பாடு : ஆயங்கள் OX , OY கோடுகள் 
வட்டத்தின் மையம் C , வட்ட ஆரை 7 ஆகக் கொள்க . 


59 ) 


(4) 


C 


3. 


N 


X 


P 


y 
படம் -38 


ப 
* 4 CM 


வட்ட வரையில் P புள்ளி ( x , y ) எனக் கொள்க . OX- க்கு CM , 
PN கோடுகளை நேர்குத்தாகவும் . NP- க்கு CL- ஐ நேர்குத் 
தாகவும் வரைக . C- ன் ஆயத்தொலைகளை ( h , k ) எனக் கொள் 
வோம் . 


- 


CL 

= MN ON OM = x - h . 
LP - NP - NL = NP - MC = y - k . 
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CLP முக்கோணத்தில் CL3 + LP2 = CP2 , 
எனவே , ( x - h) 2 + ( y - k ) 
குறிப்பு : வட்டத்தின் ஆரை 3 ஆகவும் , மையம் ஆதியாகவும் 
ருப்பின் அதன் சமன்பாடு x2 + ye a2 ஆகும் . 


- 


- 


3. ) வட்டத்தின் பொதுப்படைச் சமன்பாடு : ( x -- h ) 2 
+ 9- k ) 
72 வட்டத்துச் சமன்பாட்டினை விரித்து எழுதவே 
x2 + y2 - 2hx 2ky + h2 + k2 - r2 = 0 என்று வரும் 

இங்கு - 2h , 2k , h2 + k2 - r2 இவற்றிற்குப் பதில் 
2g , 2f , c- ஐ முறையே எழுதினால் , வட்டத்தின் சமன்பாடாக 
x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = () வரும் இச் சமன்பாட்டில் 
( 1 ) x2 , y3 இவற்றின் கெழுக்கள் ( Co - efficients ) சமமாகும் . 
( 2 ) xy- ன் கெழு சுன்னம் . ஆகவே , இருபடிப் பொதுப்படைச் 
FLOSTUTC ( General Equation of the Second Degree ) 
அஃதாவது ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 ஒரு வட்டத்தைக் 
குறிப்பின் a == b , h = 0 . 


- 


( 4 ) x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 சமன்பாடு 3 : f , c- ன் அனைத்து 
மதிப்பிற்கும் ஒரு வட்டத்தினைக் குறிக்கும் : இச் சமன்பாட்டினைப் 
பின் வருமாறு எழுதலாம் : x2 + 2gx + g2 + y 2 + 2fy + f2 

82 + fe - c . ( அ - து ) ( x + 8 /2 --(y + f ) 2 = ( Vs + f - c )2 
இச் சமன்பாட்டை முற்பகுதிச் சமன்பாட்டோடு 

ஒப்பிடின் 
h = - 8 , k = - f , r = Mg2 + f2 - c ஆகவே , இச் சமன்பாடு 
( - 8 , -f) - ஐ மையமாகவும் Vg? + f2 - c- ஐ ஆரமாகவும் 
கொண்ட வட்டத்தினைக் குறிக்கும் . 


இங்கு g2 + fa > c என்றிருந்தால்தான் ஆரத்திற்கு மெய் 
மதிப்பு வரும் . 83 + fa = c என இருப்பின் ஆரத்தின் மதிப்புச் 
சுன்னமாகும் . அந் நிலையில் இவ் வட்டம் ( --- g , -f ) புள்ளி 
யொடு ஒன்றுபடும் . இதற்குப் புள்ளிவட்டம் ( Point circle ) என்று 
பெயர் . g2 + f2 < c எனின் , ஆரத்தின் மதிப்புக் கற்பனையாகும் . 
அந் நிலையில் இது ( - 8 , - f } மையத்து மெய்ப் புள்ளியுடைய 
கற்பனை வட்டமாகும் . 


உள . 


ஒரு 

வட்டத்தின் சமன்பாட்டில் தம்முள் தொடர்பு 
இல்லாத g , f , c நிலையெண்கள் 

மூன்று 

இவற் 
றிற்குத் தக்க மதிப்புகள் கொடுத்து எண்ணிய வட்டத்தை இச் 
சமன்பாடு குறிக்கச் செய்யலாம் . இதனால் இது வட்டத்தின் 
பொதுப்படைச் சமன்பாடு எனப்படும் . , 


வட்டம் 


ஒரு வட்டம் வரைய மூன்று கட்டுப்பாடுகள் வேண்டும் . 
ஒவ்வொன்றிலிருந்தும் 8.f , c அடங்கிய 

சமன்பாடு 
தோன்றும் . இச் சமன்பாடுகளை விடுவித்து 8 , f , c காணலாம் . 
மாதிரி O 
2x3 + 2y2 - 14x + 10y + 19 = 0 
14x + 10y + 19 = 0 வட்டத்தின் 

வட்டத்தின் மையம் , 
ஆரை இவற்றினைக் காண்க . 
சமன்பாட்டினை 2 ஆல் வகுத்தால் 

19 
7x + 5y + 

2 


x2 + ye 


0 . 


( அ - அ ) ( * -Z ) " + ( y+ z ) - 4 + * - 12 

(2-3) 


32 


. 


வட்டத்தின் மையம் 


; ஆரம் 


: 3 . 


قه 


மாதிரி 

( 1 , 1 ), ( 3 , 1 ) , ( 1 , 2 ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் 
சமன்பாட்டினைக் காண்க . வட்டத்தின் சமன்பாடு 
x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 எனக் கொள்வோம் . 
புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகளைச் சமன்பாட்டில் ஈடாக்கின் 

2 +28 + 2f + c = 0 . 
10 + 68 + 2f + c = 0 . 
5 + 2g + 4f + c = 0 . 


3 


- 


c = 5 


இச் சமன்பாடுகளை விடுவிப்பின் g = 2 , f 
ஆகவே , வட்டத்தின் சமன்பாடு 

x2 + y2 

- 4x - 3y + 5 = 0 . 


மாதிரி 


x2 + y2 + 2x - 8y + 8 = 0 , x2 + y2 + 10x - 2y + 22 = 0 
வட்டங்கள் தொடுமென நிறுவுக . 


இரு வட்டங்களின் ஆரங்களின் கூட்டுத் தொகை அல்லது 
வேற்றுமைத் தொகை மையங்கட்கிடைப்பட்ட தொலையாக இருப் 
பின் , அவ் வட்டங்கள் தொடும் . 
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துரக்க 


குல 


வட்டங்களின் மையங்கள் ( -1 , 4 ) , ( -5 , 1 ) . 
வட்டங்களின் ஆரங்கள் 3 , 2 
மையங்களிடைப்பட்ட தொலை N ( -1, + 5 ) 2 + (4-1) 2 

5 . 
ஆரங்களின் கூட்டுத் தொகை 

தொகை = மையங்களிடைப்பட்ட 
தொலை . 

வட்டங்கள் வெளியில் தொடும் . 
மாதிரி ( 4 
x + - 
2y = 0 , x - 3y + 1 = 0 , 3x + y - 5 = 0 

கோடு 
களால் அமைந்த முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்டச் சமன் 
பாட்டினைக் காண்க . 
( x + 2y ) ( 1 - 3y + 1 ) + A ( x - 3y + 1 ) ( 3.x + y - 5 ) 

+ B ( 33 + y - 5 ) ( x + 2y ) . = 0 
சமன்பாட்டினைப் பார்ப்போம் : 

இச் சமன்பாட்டு வளைவரை , இக்கோடுகள் தம்முள் வெட்டிக் 
கொள்ளும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் என எளிதிற் காணலாம் . 
இச் சமன்பாடு ஒரு வட்டத்தினைக் குறிப்பின் 

x2- ன் கெழு = y2- ன் கெழு 
xy- ன் கெழு 

0 . 
1 + 3A + 3B = - 6 - 3A + 2B 

1- 8A + 7B = 0 . 
( அ - து ) 6A + B = -7 . 

8A 7B - 
இச் சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் A = - 1 , B = - 1 . 
ஆகவே , வட்டத்தின் சமன்பாடு 
( x + 2y ) ( x - 3y + 1 ) - { x - 3y + 1 ) ( 3x + y - 5 ) 

( 3x + y - 5 ) ( x + 2y ) = 0 . 
( அ - து ) 5x2 + 5y2 8x + 4y - 5 = 


- 


- 


- 


மாதிரி ( 5 

( 2, 3 ) புள்ளிவழிச் செல்லும் வட்டமொன்றின் ஆரம் 
5 ஆக , மையம் x ஆயத்தில் இருப்பின் அதன் சமன்பாடு 
என்ன ? 
( h , 0 ) மையமெனக் கொள்க . 

வட்டத்தின் சமன்பாடு ( x - h ) 2 + y : 25 . 
வட்டம் ( 2 , 3 ) வழிச் செல்வதால் ( 2 - h ) 2 + 9 = 25 . 

( அ -து ) h2 - 4h - 12 = 0 . 
( அ - து ) ( h - 6 ) ( h + 2 ) = 0 . 
( அ - து ) h 6 அல்லது - 2 . 


வட்டம் 
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- 


- 


- 


வட்டங்களின் சமன்பாடு ( x - 6 ) 2 + ya 25 ; 
( x + 2 ) 2 + y2 = 25 . 
( அ - து ) x2 + 1 / 2x + 11 

0 , 2 + y2 + 4x - 21 = 0 . 
மாதிரி ( 6 
(( 4 , 3 ) புள்ளியை மையமாகக் கொண்ட வட்டம் 5x 

12y 
10 = 0 கோட்டினைத் தொட்டால் , அதன் சமன்பாடு என்ன ? 

வட்டத்தின் ஆரை " எனக் கொள்வோம் . வட்டத்தின் 
சமன்பாடு (க- 4 ) 2 + ( y - 3 ) 2 = 3. ( 4 , 3 )-லிருந்து 5x - 12 ) 
10 0 - க்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 
20- 3610 

= 2 ) 
V52 + 122 
வட்டத்தின் சமன்பாடு ( x - 4 ) 2 + ( x - 3 ) 2 = 22 
( அ - து ) x2 + y2 8x 6y + 21 = 0 . 


- 


- 


கம் 


- 


ஃ 


மாதிரி 


7 


a , b நீளமுடைய இரு கோல்கள் தம்முடைய நுனிகள் ஒரு 
வட்டத்தில் இருக்கும்படி ஆயங்களில் நகர்ந்தால் , வட்ட மையத் 
தின் இயங்குவரை என்ன 


2.4 


x 


8 


படம் -39 
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AB , CD- ன் நீளம் , a , b எனக் கொள்க . 

A , B , C , D வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் மையம் P ( xy , yx ) 
எனக் கொள்க . P- லிருந்து ஆயங்களுக்கு PM , PN நேர்குத்துக் 
கோடுகள் வரைக . 

OA . OB = OC . OD . 
( அ - து ) ( OM - AM ) ( OM + MB ) = ( ON - CN ) ( ON + ND ) 

b 

b 
( அ - து ) 

y1 + 
2 

2 

2 
. x12 - y12 = 1 ( a2 - b3 ) 

P ( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை x - y2 = 4 ( a2 - 52 ) . 
5 ) 

( x1 , y1 ) , ( x2 , y2 ) புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டினை 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு . 
A ( 31 , y 1 ) , B ( x2 , 2 ) என்றும் 

AB- ஐ 

விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டத்தில் P- ஐ ( x , y ) என்றும் கொள்வோம் . 


P ( 3 ) 


( 72,42 ) 


படம் - 40 
APB அரை வட்டமாதலின் PA , PB கோடுகளிடைப்பட்ட 
கோணம் 90 ° . 
ஆகவே , இவ்விரு கோட்டு m களின் பெருக்கத் தொகை 
1 . 

y - y1 
PA- ன் m 


நட 


32 


3 . 


PB- ன் m 


-- 


ப 


12 
13 


- 


* 


y - y 

s 

1 
X1 
ஃ ( x - x ) ( x - x2 ) + ( y - yi ) ( y - y2 ) 0 
90 ° 

இருக்க P- ன் இயங்குவரைச் சமன் 
பாடாகும் . ஆகவே , 

சமன்பாடு AB- ஐ விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டத்தினைக் குறிக்கும் . 


AỘB 


- 


-- 


வட்டம் 
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மாதிரி / 8 


x2 + y2 - 2x + 6y - 15 = 0 வட்டத்தின் ஒரு விட்டத் 
முனைகளில் 

ஒன்று ( 4 , 1 ) எனின் , மற்ற முனையின் 
ஆயத்தொலைகள் யாவை ? 


தினது 


விட்டத்தின் மற்ற முனையை ( x1 , y ! ) என்று கொண்டால் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு 

( x - 4 ) ( x - x1 ) + ( y - 1 ) { y - yi ) = 0 . 
( அ - து ) x2 + y ? - x ( 4 + x1 ) -- y ( 1 -- } 

y ( 1 -- y ) + 4x 1 + yx 
= 0. இச் சமன்பாட்டினை வட்டச் சமன்பாட்டோடு ஒப்பிடின் 
4 + x ] = 2 , 1+ y = - 6 , 4x1 + y : 15 

2 , y = -- 7 . 
மற்ற முனை ( -2 , 7 ) ஆகும் . 


* 1 


- 


மாதிரி 9 

a > 2852 எனின் x ( x - a ) + y ( y -- b ) = 0 வட்டத்தில் 
( a , b ) வழி இரு நாண்களை x ஆயம் சமமாகப் பிரிக்குமென 
நிறுவுக . 


படம் . 41 


a2 +2 


வட்டத்தின் சமன்பாடு 


(* - 1) + ( - ) * - * + 
(2.2) ஆகும். 


. 


மையம் 


OC- யின் நீட்சி வட்டத்தினை P { a , b ) - ல் வெட்டும் , P வழி 
இரு நாண்களை OX சமமாகப் பிரிக்கவேண்டுமெனின் , CP- ஐ 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் 0X- ஐ இரண்டு மெய்ப் புள்ளி 
களில் வெட்டவேண்டும் . 
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ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


CP- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் 


( * - 3 ) ( x - 2 ) + (7 - 2 ) - 

2 = 0 


- 


இவ் வட்டம் 0X- ஐ வெட்டும் புள்ளிகளிடத்து 

} 

0 
இவ் வட்டம் 0X- ஐ வெட்டும் புள்ளிகளின் x ஆயத் 
தொலைகளை , 


-2) ( - b ) 


( x - a ) + ( - b ) = 0 ஆல் காணலாம் . 

2 
இந்த இருபடிச் சமன்பாட்டுக்கு மெய்த்தீர்வுகள் இருத்தல் 
வேண்டும் . 

за 

a2 + 62 
சமன் பாட்டினை x2 ) x + 

0 என்று 
2 

2 
எழுதலாம் . 


1 9a2 


a2 + b > 0 . 


- 


4 
4 ) 

2 
( அ - து ) a2 8b2 > 0 

( அ - து ) as > 8b2 . 
6. ) தொடுவரை ( Tangent ) : தொடர்ந்த வளை வரையான 
y = f ( x ) - ல் P , Q நெருங்கிய புள்ளிகள் எனக் கொள்வோம் . P , 
நிலைப்புள்ளியாக P- ஐ Q நெருங்கி முடிவாக P ஓடு ஒன்று படின் 
PQ நாண் P இடத்து PT தொடுவரையாகும் . 


aa 


P 


படம்- 42 


வட்டம் 


. 
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( 7.) P ( x1 , y1 ) வழி PQR கோடு x2 + y2 + 2gs + 2fy + c = 0 
வட்டத்தை Q , R புள்ளிகளில் வெட்டும் படி வரையின் PQ . 
PR- ன் பெருக்கத் தொகை கோட்டின் போக்கினை ( Direction ) 
பொறுத்ததன்று . அதின் மதிப்பு * 12 + y 2 + 2gx1 + 2fyi + C 
ஆகும் . 


R 


P 


( x + y } 


y 


- 


- 


உம் 


PQR கோடு x ஆயத்தோடு 8 கோணத்தைப் பிறப்பிக்கும் என்று 
கொண்டால் அதன் சமன்பாடு 

31 -y ] 

cos e Sin 8 
P- லிருந்து Q ( அல்லது R ) - ன் தொலை 7 ஆக இருப்பின் அதன் 
ஆயத்தொலைகள் 

* 1 + r coS G , y1 - + sing 
Q , R வட்டவரையில் இருப்பதால் 
( x1 + r cos I ) : + ( y1 + r sins ) + 2g ( x + | cos 8 ) 

+ 2f ( y1 + rsing ) + c - () 
இதனை -ன் இருபடிச் சமன்பாடாக விரித்தெழுதினால் 
r3 + 2 { ( x1 + 8 ) cos s + ( yi + f ) sing } or + x 3 + y12 + 2gxy 

+ 2fyi + c = 0 
இச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் PQ , PR ஆகும் . 

ஃ PQ • PR = 12 + y 2 + 28x1 + 2fyi + c 
* P , வட்டத்தின் வெளியது என்றும் அதிலிருந்து வட்டத்திற்கு 

வரையும் தொடுவரை PT என்றும் கொண்டால் 


94 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


- 


- 


- 


PT2 = PQ • PR = 212 + 12 +231 + 2fy - 
தொடுவரை நீளத்தினைப் பின்வருமாறும் காணலாம் . 

இவ் வட்டத்தின் மையம் C என்று கொள்ளின் அதன் ஆயத் 
தொலைகள் ( -g , -f ) ; வட்டத்தின் ஆரை 

CT Ng2 + f 2 - c 
PT2 PC2 CT2 ( PTC செங்கோணம் ) 

( x1 + g ) 2 + ( y1 + f ) 2 - ( g : + f - c ) 

x12 + y12 + 2gx1 + 2fy1 + c 
8 . வட்டத்தின் வெளியே P இருப்பின் PT- க்கு மெய் மதிப்பு 
வரும் . 

ஆகவே , PT2- ன் மதிப்பு மிகையாகும் . 
( அ - து ) x12 + y12 + 2gx + 2fy1 + c > 0 . 
வட்டத்தினுள் P இருப்பின் PT- க்குக் கற்பனை மதிப்புத்தான் 
உண்டு . ஆகவே , PT- ன் மதிப்புக் குறையாகும் . 

( அ - து ) 312 + y1 + 2gxy + 2fy1 + c < 0 
வட்டவரையில் P இருப்பின் PT- ன் மதிப்புச் சுன்னமாகும் . 

( அ - து ) x12 + y12 + 2gx + 2fy1 + c = 0 
எனவே , ஒரு புள்ளி x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 வட்டத்தின் 
உள் , வெளி, வட்டவரை என்ற இடங்களில் எங்கு இருக்கிறது 
என அறிய புள்ளியின் ஆயத்தொலைகளை x2 + y2 + 2gy + 2fy 
+ c- ல் ஈடாக்கல் வேண்டும் . அவ்வாறு வரும் மதிப்பு குறை 
யானால் புள்ளியிருப்பது உள்ளிடமாம் ; மிகையானால் வெளி 
யிடமாம் ; சுன்னமானால் வட்ட வரையாம் . இதனால் x2 + y2 + 
2gx + 2fy + c = 0 வட்டத்தில் - குறை , மிகை , சுன்னமானால் 
முறையே வட்டத்தின் உள் , வெளி, வட்டவரையில் ஆதி இருக்கு 
மென அறிக 

9 . x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 வட்டத்தில் ( x1 , y1 ) 
இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 
முதல் முறை 

P ( Xı yi ) என்றும் , அதற்கு மிக நெருங்கிய புள்ளி Q 
( xg , y2 ) என்றும் கொள்க . 
PQ- ன் சமன்பாடு y --- y1 = 

ye - y1 

( x - 1 ) 

32-1 
( x ] , y ) , ( x2 + y2 ) வட்டவரையில் இருப்பதால் 

x12 + y12 + 2gx + 2fy1 + c = 0 
x2 + y 2 + 28x2 + 2fy2 + - 0 

( 3 ) 
( 3 ) -ஐ ( 2 )-லிருந்து கழித்தால் 
2 x23 + y12 - 22 + 28 ( x1 - X9 ) + 2f ( y1 - y2 ) = 0 . 


( 
1 
) 


( 2 ) 


... 


வட்டம் 
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( அ - து ) ( xy - xg ) / x1 + xg + 2g ) + ( y1 -y2 ) ( y1 + y2 + 2f ) = 0 . 


( அ - து ) 


y ] -- 2 
8 - 


- 


x + x + 28 
y1 + y2 + 2f 


12 


என்று 


இம் மதிப்பை ( 1 ) -ல் ஈடாக்கின் PQ-ன் சமன்பாடு 

x1 + x2 + 2g 
y - y1 

( x - x ) 

வரும் Q , P ஓடு 
y1 + y2 + 2f 
நெருங்கி இறுதியில் அதனோடு ஒன்றுபடுவதால் x2 = x1 , 
y2 = y1 என்று கொண்டால் P இடத்துத் தொடுவரை கிடைக்கும் . 


* 1 + g 
அதன் சமன்பாடு y - y1 = - ( x - x1 ) 

y1 + f 
( அ - து ) y ( y1 + f ) + x ( x + g ) {y1 + f ) + x1 + 8 

= x12 + y12 + ( gx1 + fy1x ] ) 

= = gxy - fy1 - c , { ( 2 ) ஆல் } 
P இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 
xx ] + yy1 + 8 ( x + x ] ) + f ( y + y1) + c == 0 . 


x2 + y2 = a2 வட்டத்தில் { x1 , } 1 ) இடத்துத் தொடு 
வரையின் சமன்பாடு XX1 + yy1 = a ? ஆகும் .. 
குறிப்பு : வட்டத்துச் சமன்பாட்டில் x3 , y3 , 2x , 2y- க்குப் பதில் 
நிரலே xx1 , yy1 , x + x1 , y + y1 ஈடாக்கின் ( x1 , y1 ) இடத்துத் 
தொடுவரையின் சமன்பாடு வரும் . 


இரண்டாவது முறை - 

( x1 , 11 ) வழி x ஆயத்தோடு 0 கோணம் பிறப்பிக்கும் 
கோட்டின் சமன்பாடு 

X1 y - y1 
cos e sin e 


- 


இக் கோட்டில் ( x1 , y1 )-லிருந்து 1 தொலைக்கப்பால் உள்ள 
புள்ளியின் 

ஆயத்தொலைகள் ( x1 + r cos 8 , y1 + sin 8 ) 
ஆகும் . 


ப் புள்ளி வட்டவரையில் இருப்பின் ( x + r cos 8 ) 2 + 
( y1 + r sin 8 ) 2 + 28 ( x + r cos 8 ) + 2f ( y1 + r sin 0 ) + c = 0 . 


( அ - து ) r3 + 2r { ( x1 + 8 ] cos I + ( y1 + f ) sing } + x12 + y12 
+ 2gx1 + 2fy1 + c = 0 . 


--- 
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( 1 ) , வட்டத்தின் தொடுவரையாயின் , இச் சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் இரண்டும் சுன்னங்களாகும் . ஏனெனின் , இக் கோடு 
வட்டத்தை வெட்டும் புள்ளிகள் இரண்டும் ( x1 , y1 ) - ஓடு 
ஒன்றுபட்டிருக்கும் . 


- 


ஃ x12 + y12 + 2gx1--2fy1 + c = 0 . 

( 2 ) 
( x + g ) cos + ( y + f ) in 

( 3 ) 
( 3 ) ஆவது சமன்பாட்டிலிருந்து தொடுவரையின் போக்கினைக் 
காணலாம் . 


- 


- 


( 1 ) , ( 3 ) இவற்றிலிருந்து -வை அகற்றின் தொடுவரையின் 
சமன்பாடு கிடைக்கும் . 
ஆகவே தொடுவரையின் சமன்பாடு 
XX 

-- 
( 31 + 8 ) cos I 

( 31 + f ) sins . 
cos e 

Sin a 
( அ - து ) ( x -- x1 ) ( x1 + 8 ) + ( 1 -- y1 ) { y1 + f ) 
( அ - து ) 31 + yyi + gx + fy 5 x ] * + p12 + gxi + fyx 

- fy 
xx ] + yy1 + g ( x + x ] ] + [ { y + y ) + c === () . 


-- 


மூன்றாவது முறை - 

வட்டத்தின் மையம் C , ( x1 , 1 ) புள்ளி P எனக் கொள்க . 


( 2l> y ) 


La 


படம் -44 


மையம் C ( -g , -f ) ஆகும் . 


CP- ன் சாய்வு வீதம் 


1 + f 


- 


31 + g 


வட்டம் 
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- 
- 


- 


ரா 


CP- க்கு நேர்குத்தாக PT இருத்தலின் PT- ன் சாய்வு வீதம் 
X1 +8 

y1 + f 
( x ] , y1 ) புள்ளிவழி PT செல்வதால் PT- ன் சமன்பாடு 

* 1 + g 
-y 

y1 + 
( அ - து ) ( x - x1 ) ( x1 + 3 ) + ( y - y1 ) ( y1 + f ) = 0 . 

( அ - து ) xx ] + yy1 + gx + fy = x12 + y12 + gx1 + fyi 
இரு பக்கமும் g31 + fy1 + c- ஐக் கூட்ட xx ] + yy1 + g ( x + x ] ) 
+ f { y + y ) + c == x12 - + y12 + - 2gx1 + 2fy1 + c . ( x1 , y ) 
வட்டத்தில் இருப்பதால் 212 + y12 + 2gx1 + 2fy1 + c = 0 . 
ஆகவே , ( x1 ,y1 ) , இடத்துத்தொடுவரையின் சமன்பாடு xx + yyi 
+ g ( x + x ] ) + f ( y + y ) + c = 0 . 

குறிப்பு : வட்டத்தின் சமன்பாடு x2 + y ? + 2gx + 2fy + c 
0 எனின் , S = x2 + ya + 2gx + 2fy + c , T = xx ] + yy1 
+ g ( x + * 1 ) + f ( y + y ) + c , SI = x2 + y12 + 2gx1 
+ 2fy1 + c என்று கொள்வது மரபு . 
(10 ) y = mx + c 

கோடும் , x2 + y2 = aa 

வட்டழும் 
வெட்டும் புள்ளிகள் . 


- 


P 


( 


படம் . 45 


வெட்டும் புள்ளிகளுள் ஒன்று P எனக் கொள்வோம் . 
கோடும் வட்டமும் P வழிச் செல்வதால் P- ன் ஆயத்தொலைகள் , 
கோடு , வட்டம் இவற்றின் சமன் பாடுகளில் பொருந்த 
வேண்டும் . 

ஆகவே , இவ்விரு சமன்பாடுகளை விடுவிக்க வரும் தீர்வுகள் 
வெட்டும் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகளாகும் . 
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mx + C- ஐ x2 + y : = a2 சமன்பாட்டில் y- க்கு ஈடாக்கின் 
x2 + ( mx + c ) 2 = a2 என்று வரும் . 

( அ - து ) ( 1 + m2 ) x2 + 2m cx + c2 a2 = 0 . 

இது x- ல் இருபடிச் சமன்பாடு ஆதலின் இதற்கு இரு தீர்வு ! 
கள் உண்டு . அவை 1 , x2 என்று கொள்க . 

X1 , x2- ஐ y = mx + c- ல் ஈடு கொடுத்தால் இம் மதிப்புக 
ளுக்கு எதிர் நிலையான மதிப்புகள் mx ] + c, mx2 + C. 
ஆகவே , வெட்டும் புள்ளிகள் ( x1 , mx1 + c ) , ( x2 , mx2 + c ) . 


11 . y = mx + c கோடு x2 + y2 = 42 வட்டத்தின் தொடு 
வரையாவதற்கு ஏற்ற கட்டுப்பாட்டினை இதனாற் காணலாம் . 

( 1 + m2 ) x3 + 2mcx + c - a2 = 0 { 1 ) சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் கோடும் , வட்டமும் வெட்டும் புள்ளிகளின் x ஆயத் 
தொலைகள் என்று முற்பகுதியில் கண்டோம் . 

வட்டத்தினை y = mx + c தொடுமெனின் வெட்டும் - இரு 
புள்ளிகளும் ஒன்றுபடும் . அந்நிலையில் அவற்றின் ஆயத்தொலை 
கள் சமமாகும் . 
ஆகவே , ( 1 ) சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் சமமாம் . 
4m2 c2 = 4 ( c2 

4 ( c2 --a2 ) ( 1 + m2 ) . 
அதாவது c2 = 

a2 ( 1 + m2 ) . 
x2 + y வட்டத்தின் தொடுவரைச் 

சமன்பாடு 
y = mx + a +1 + m3 ஆகும் . 


12 / y = mx + c , x3 + y2 = a3- ஐத் தொட்டால் தொடுகுத்தின் 
ஆயத்தொலைகளைக் காணல் . 


y = mx + c 
கொள் வோம் . 


வட்டத்தினை P ( x1 , y : ) - ல் தொடும் எனக் 


PT- ன் சமன்பாடு xx1 + yy1 = a , 
xx1 + yy1 - a2 = 0 . 
mx - y + c = 0. இவை ஒரே கோட்டின் சமன்பாடுகள் . 

a2 
-11 


31 


% 3D 


m 


C 


a2m 


( அ - து ) x = 


yn 
ܕ 


-- 


= " 


- 


வட்டம் 


( x1 , y1 ) வட்டத்தில் இருத்தலின் x12 + yx2 = x2 

a4m2 
ஆகவே , 

+ 


- 


ce 


- 


a ? ( 1 + 12 ) . 


P-ன் ஆயத்தொலைகள் 


{ 514/14 


11+ m2 


- 


(13 ) ஒரு புள்ளியிலிருந்து வட்டத்திற்கு இரு தொடுவரைகள் 
உண்டு என நிறுவுதல் . 

வட்டத்தின் சமன்பாடு X2 + y2 a2 எனவும் , புள்ளி 
(xy , y ) எனவும் கொள்க . 

x2 + y ? aa- ன் தொடுவரையின் சமன்பாடு 
y = mx + a v1 + m2 எனக் கண்டோம் . 
இது ( x1 , y1 ) வழிச் சென்றால் 
y1 mx1 + 1M1 + m3 

... ( 1 ) 
( xl , y1 ) வழிச் செல்லும் தொடுவரைகளின் * m - கள் இச் 
சமன்பாட்டால் கிடைக்கும் . 

( y1 - mxy ) 2 = a2 ( 1 + m ? ) . 

( அ - து ) ( x12 - aa ) m2 - 2x1yum + y 2 - a2 = 0 ... ( 2 ) 
இது இருபடிச் சமன்பாடு . ஆகையால் m- க்கு இரு மதிப்புகள் 
வரும் . ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் நேர் நிலையாக ஒரு தொடுவரை 
உண்டு ஆகவே ( x1 , y1 ) வழி இரு தொடு வரைகள் உள . 


-- 


- 


- 


( 14 ) T ( x1 , y1 )-லிருந்து 
4 . 
-க்கு வரையும் தொடுவரைகளின் சமன் பாடு . 
T ( x1 , y1 ) வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 

yy1 

sio @ 
cos 0 

= " என்று கொள்வோம் . 
இக் கோடு வட்டத்தை P , Q புள்ளிகளில் வெட்டின் TP , TQ 
நீளங்களைப் பின்வரும் சமன்பாட்டால் கணக்கிடலாம் . 

r2 + 2 {( x + g ) cos I + ( y1 + f ) sin Gr + x12 + y1 * 
+ 2gx1 + 2fy + c 2 (0 . 

... ( 1 ) 
இந்தக் கோடு வட்டத்தைத் தொட்டால்P , Q புள்ளிகள் ஒன்று 
படும் . அந்நிலையில் TP , TQ நீளங்கள் சமமாகும் . ( 1 ) சமன் 
பாட்டுக்கு இரு சமத்தீர்வுகள் உண்டு . 


பட் 
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: { ( x1 + 8 ) cos 8 + ( y1 + f ) sin 8 } 2 = x12 + 12 + 2gx , 
+ 2fy + C . 

... ( 2 ) 
இச் சமன்பாட்டினால் ( x1 , y1 ) - லிருந்து வட்டத்துக்கு வரையும் 
தொடுவரைகளின் போக்கினைக் காணலாம் . cos 8 , sin 8 - க்குப் 
பதில் நிரலே x - x , y - y1- ஐ ( 2 ) -ல் ஈடாக்கின் , T- லிருந்து 
வட்டத்துக்கு வரையும் தொடுவரைகளின் சமன்பாடு கிடைக்கும் . 
தொடுவரைகளின் சமன்பாடு 
( x + 8 ) ( x - 31 ) ( y1 + f ) (y - y ] ) 

+ 


{ s 


- 


= x2 + y12 + 2gx1 + 2fyi + 
( அ - து ) { ( x + g ) ( x - x ) + ( y1 + f ) ( y - y1) } 2 

( x 2 + y 2 + 2gx1 + 2fy1 + c ) r2 
( அ - து ) {xxx + yy1 + g ( x + x1 ) + f ( y + y ) + 

( 212 + y12 + 2gx + 2fy1 + C ) } ? 
( 512 + y12 + 2gx : + 2fy1 + c ) { ( x - xx } + ( y - y1 ) 2 } 
( அ - து ) ( T - S ) 2 S1 ( x2 + y3-2xx1-2yy1 + x2 + y : 2 ) 

= S ] {32 + y2 + 2gx + 2fy + c + x2 +32+ 
2gx1 + 2fy + c -- 2 ( xx + yy1 + 3 x + x 
+ fy + y1 + c . } 

= S1 { S + S1 - 27 ) . 
( அ - து ) T2 = SSl . 


- 


. 


15.//x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 வட்டத்தில் ( x1 , y ) 
டத்துச் செங்கோடு . 

Picas , #!) 


de- g, 


படம் -46 


வட்டம் 
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மையம் C ( - 8 , - f ) ஆகும் . P இடத்துச் செங்கோடு C வழிச் 
செல்லும் . 

CP செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

X - 31 y - y1 .. 
X1 + g 


- 


y1 + f 


கம் 


மாதிரி 10 : 

x2 + y + 2gx + 2fy + C 0 வட்டத்தினை Ix + my + F 
= 0 கோடு தொடுதற்குரிய கட்டுப்பாடு என்ன ? 

வட்டத்தின் மையம் ( - 8 , - f ) , ஆரை = Vg? + f2 
lx + my + m = 0 வட்டத்தைத் தொடுமெனின் ( -g , f ) 
-லிருந்து 1x + my + n = 0 - க்கு வரையும் நேர்குத்துக்கோட்டின் 
நீளம் ஆரையாகும் . 
lg --- mf + n 

vg + f2--- c . 
V ! 2 + m2 
ஆகவே , 13 + m2 ) ( g2 + f - c ) = ( - ! g --- mf + n ) 2 . 


+ 


- 


- 


-- 


மாதிரி 

K- ன் எம் மதிப்புகளுக்கு 4x + 3y + K = 0 
x2 +2 4x -- 6y + 9 2 0 - க்குத் தொடுவரையாகும் ? 

வட்டத்தின் சமன்பாடு ( x -- 2 ) 2 + ( y -- 3 ) 2 = 22 . 
ஆகவே , அதன் மையம் ( 2 , 3 ) , ஆரை 2. ( 2 , 3 ) - லிருந்து 
4x + 3y + K = 0 - க்கு வரையும் நேர்குத்துக்கோட்டின் நீளம் 
2 - ஆக இருப்பின் 4x + 3y + K 0 , வட்டத்தைத் தொடும் . 
4 X 2 

2 . 
042 + 32 

17+ K 
( அ - து ) + 

= 2 . 

5 
ஃ . K == - 27 அல்லது --7. 


= 


17 - K 


மாதிரி 12 : 

x2 + y2 - 2x - 6y + 9 = 0 , x2 + y2 + 6x - 2y + 1 = 0 
வட்டங்களுக்கு ஒரு புள்ளியிலிருந்து வரையும் தொடுவரைகளின் 
-நீளங்கள் 1 ; 2 தகவில் இருந்தால் , அப் புள்ளியின் இயங்குவரை 
ஒரு வட்டமென நிறுவுக . 


அப் புள்ளியை ( xy , y1 ) என்று கொள்க . 


- 


-- 


கர் 


" 
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W 


Ty12 


2x1 


6y1 + 9 


. 


+ 


- 


( x , y ) - லிருந்து வட்டங்களுக்கு வரையும் 

தொடு 
வரைகளின் நீளங்கள் நிரலே / > 12 

231 6y1 +9 , 
x + y 2 + 6x 2y1 +1 ஆகும் . 
Vx12 + y1 - 

1 
Vx12 + y1 * + 6x1 

291 +1 

2 

+ 
{ 43 - து ) 3x12 + 3y12--14 : 1-2231 + 35 = 0 

( x1 , y1 ) , 3x2 + 3y2 -- 14.x -- 22y - 35 = 0 வட்டத்தில் 
எப்போதும் இருத்தல் வேண்டும் . 

ஆகவே , ( x ] , y1 ) - ன் இயங்குவரை 
3x2 --- 3y2 - 14x --- 22y + 35 = 0 என்னும் வட்டமாகும் . 


2 


- 


* 


மாதிரி 13 : 

( 3 , 2 ) வழி 23 + 3y 5 கோட்டினை ( 1 , 1 ) இடத்துத் 
தொடும் வட்டத்தின் சமன்பாடு என்ன ? 
x + y2 + 2gx + 2fy + c == 0 வட்டத்தின் சமன்பாடு எனக் 
கொள்வோம் . 
( 1 , 1 ) இடத்துத் தொடும் தொடுவரையின் சமன்பாடு 

x + y + g ( x + 1 ) + f { y + 1 ) + c = 0 . 
( அ - து ) x ( 1 + 8 ) + y (1 + f ) + g - tf + c = 0 . இச் சமன் 
பாட்டினை 

1 + f ) 

8 + + 
2x + 3y 5 0 - வோடு ஒப்பிடின் 

2 3 

5 
( 1 ) என்று வரும் . 

( 3 , 2 ) வட்டத்தில் இருப்பதால் 13 + 6g + 4f + c = 0 ( 2 ) 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் 
12 

29 

39 
8 

f 

14 
ஆகவே , வட்டத்தின் சமன் பாடு 
7x3 -- 7y2 - 24x -- 29y - 39 0 ஆகும் . 


1-8 


ச 


- 


-- 


- 
-- 


- 


மாதிரி 14 : 


x2 + y2 - 6x + 2y + - 5 

6. + 2y - 5 = 0 வட்டத்துக்கு ஆதியிலிருந்து 
வரையுந் தொடுவரைகளின் சமன்பாடு என்ன ? 

( x1 , y1 ) - லிருந்து , S 0 க்கு வரையுந் தொடுவரைகளின் 


- 


-- 


வட்டம் 
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- 


- 


க 


+ 
-- 


- 


இங்கு S 

x2 + y : --- 6x --- 2y + 5 
SI 5 

3x + y +5 . 

தொடுவரைகளின் சமன்பாடு 
( 3 + y2 63 + 2y + 5 ) 5 { ---- 3x - + y + 5 ) 2 
( அ - து ) 5x3 + 5y ? -30x --- 10y + 25 9x + y ? + 25- 6xy 

30x --- 10y 
( அ - து ) 482 6xy --- 4y 
( அ - து ) 2x2 3xy --- 2y : 0 
தொடுவரைகளின் தனித் தனிச் சமன்பாடு 

0 , x - 2y = 0 
16. ( 3 ) , 1)- லிருந்து x2 + y2 + 28x + 2fy + c = 0 - க்கு 
வரையும் தொடுவரைகளின் தொடு நாணுக்குச் ( Chord of 
Contact ) சமன்பாடு காணுதல் , 


- 


21 + y 


( x2 : 12) 


Tri, ) 


( x3 > 3 ) 


) 


| 


படம் -47 
T , P , Q இவை நிரலே ( x ) , Y1 ) , { x2 , ) s ) , ( x3.y3 ) எனக் கொள்க . 
P இடத்துத் தொடுவரை 
x2 + y2 +8 ( 2 ) + + = 0 

... ( 1 ) 
Q இடத்துத் தொடுவரை 

3 + 3 + 8 ( x + xg ) + f ( +3) + 


காக 


... ( 2 ) 


104 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


இவ்விரு தொடுவரைகளும் ( x1 , y1 ) வழிச் செல்வதால் 
* 1 x2 + y1 y2 + 8 ( x1 + x2 ) + f ( y1 + J2 ) + c = 0 ( 3 ) 
X1 xs + yiys + g ( x1 + xg ) + f ( y1 + ys ) + c = 0 ( 4 ) 
( 3 ) , ( 4 ) ஆல் P (x2 , 12 ) , Q ( % s , ys ) புள்ளிகள் 

xx1 + yy1 + g ( x + x1 ) + f ( y + y ) + c = 0 - ல் 
எனக் காணலாம் . 

ஃ PQ- ன் சமன்பாடு 
xx1 + yy1 + g ( x + > 1 ) + f ( y + y1 ) + c = 0 . 


17. ) துணைப் புள்ளியும் துணைக்கோடும் ( Pole and Polar ) 
வரையறை . P வழிச் செல்லும் ஒரு கோடு வட்டத்தினை வெட்டும் 
Q , R புள்ளியிடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளியின் 
இயங்குவரை P- ன் துணைக்கோடு ( Polar ) என்றும் , P துணைக் 
கோட்டின் துணைப்புள்ளி ( Pole ) என்றும் கூறப்படும் . 


18. x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = ) வட்டத்தைச் சார்ந்த 
( x1 , 

y1 ) - ன் துணைக்கோடு . 


P 


படம் -48 


P வழிச் செல்லும் கோடு வட்டத்தினை Q , R- ல் வெட்டும் 
எனவும் Q , R இடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி 
T ( h , k ) எனவும் கொள்வோம் . 

T- ன் இயங்குவரை P- ன் துணைக் கோடாகும் , 


- 


வட்டம் 


105 


படம் -49 
T- லிருந்து வரையும் தொடுவரைகளின் தொடுநாண் QR 
ஆகையால் QR- ன் சமன்பாடு x + yk + g ( h + x ) + f ( k +-y) + 

0 . 

இக் கோடு ( x , y1 ) வழிச் செல்வதால் x | h + yk ; 
+ 8 ( h + x ] ) + f ( k + y ) + c = 0 . 

இக் கட்டுப்பாடு உண்மைப்பட ( h , k ) எப்போதும் 
xx1 + yy1 + g ( x + * 1 ) + f ( x + y ) --- c == கோட்டில் 
இருத்தல் வேண்டும் . ஆகவே , ( 1 , 1) -ன் துணைக்கோடு 
xx1 + yy1 + g ( x + x1 ) + f { y + y ) + c == (0 ஆகும் . இங்கு 
( x1 , y1 ) இடத்துத் தொடுவரை , ( x1 , y1) - லிருந்து வரையும் 
தொடுவரைகளின் தொடு நாண் , ( 31 , y 1 )-ன் துணைக்கோடு இவற் 
றின் சமன்பாடுகள் ஒன்று போல் இருப்பதைக் காணலாம் . இம் 
மூன்றும் ஒரே கோடு என்பதை எளிதில் நிறுவலாம் . ! x1 , y ) 
வட்டத்தின் வெளியே இருப்பின் அதன் துணைக்கோடு தொடு 
நாண் என்பதும் , ( x , y1 ) வட்டவரையில் இருப்பின் அதன் 
துணைக் கோடு ( x 1 , y1 ) இடத்துத் தொடுவரை என்பதும் 
கருதற்பாலது . 


19 

P- ன் துணைக்கோடு Q- வழிச் சென்றால் Q- ன் துணைக் 
கோடு P- வழிச் செல்லும் . 

வட்டம் + y ? a ? என்றும் , P , Q புள்ளிகள் ( x 1 , yi ), 
( 82 , 2 ) என்றும் கொள்வோம் . 


- 


* 


N 
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P- ன் துணைக்கோடு 371 + yI1 

a2 . 
இக் கோடு ( x2 , 12 ) வழிச் செல்வதால் 

x2 X1 + y2y1 = aa . 
ஆகவே , ( x2 , ya ) புள்ளி ** 1 + yyı 2 - ல் 
அஃதாவது Q , P- ன் துணைக்கோட்டில் இருக்கும் . 


க 
- 


இருக்கும் . 


20 துணை இயப் புள்ளிகள் ( Conjugate points ) : இரு 
* யுள்ளிகளுள் ஒன்றின் துணைக்கோடு மற்றதின் வழிச் சென்றால் 
இப் புள்ளிகள் துணை இயப் புள்ளிகள் எனக் கூறப்படும் . 

துணை இயக் கோடுகள் . இரு கோடுகளுள் ஒன்றின் துணைப் 
புள்ளி மற்றொன்றில் இருப்பின் , அக்கோடுகள் துணை இயக் 
கோடுகள் ( Conjugate lines ) எனக் கூறப்படும் . 


ந 


- 


2 

வட்டத்தைச் சார்ந்த ஒரு கோட்டின் ணைப் புள்ளி . 
x2 + y ? = a2- ஐச் சார்ந்த Ax + By + C = 0 - ன் துணைப் 
புள்ளியைக் காணவேண்டுமெனக் கொள்வோம் . 
Ax-- By + C = 0- ன் துணைப் புள்ளி ( x1 , y1 ) எனக் கொள்வோம் . 
( x1 , y1 ) - ன் துணைக்கோடு xx ] + yy1 - a3 = 0 . 

ஃ . Ax- + By + C = 0 , xx1 + yy1 -- a2 = 0 இச் சமன்பாடு 
கள் ஒரே கோட்டினைக் குறிக்கும் . 

11 

a2 
A B 

C 


-- 


* 


- 


Aaa 


ஆகவே , x ] 


- 


Baa 
C 


Cy 


ஃ.. 


Ax + By + C = 0- ன் துணைப்புள்ளி 


( - Ae", - Be ) 


- 


22.) ( x1 , y1 ) (x2 , 2 ) புள்ளிகள் 3 + ya a2- ஐச் சார்ந்த 
துணை இயப் புள்ளிகளாதற்குரிய கட்டுப்பாடு . 
( x1 , y1 ) - ன் துணைக்கோடு ( x2 , p2 ) வழிச் சென்றால் ( x1 , 11 ) , 
( x2 , y2 ) துணை இயப் புள்ளிகள் எனக் கண்டோம் . 
{ x1 , y1 ) - ன் துணைக்கோடு xx + yy1 
இக் கோடு ( x2 , y2 ) வழிச் செல்வதால் 

x ] x2 + yly , 


வட்டம் 
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பக 


23. + 

Ix + my +7 = 0 , 11x + my + ny 0 கோடுகள் 
+ 12 = a3 . ஐச் சார்ந்த துணை இயக் கோடுகளாதற்கு உரிய 
கட்டுப்பாடு . 

இரு கோடுகளுள் ஒன்றின் துணைப்புள்ளி மற்றொன்றில் இருப் 
பின் அக் கோடுகள் 

இயக் கோடுகள் 

வரை 
யறுத்தோம் . 
x + ya a2- ஐச் சார்ந்த Ix + 7tty + n = ) -ன் துணைப் புள்ளி 
la2 maa இப் புள்ளி - my + I1 

0 - ல் இருப் 


- 


துணை 


என 


ஓ 


- 


- 


) 


llyaa 


mmya ? 


ப 


பின் 


+11 


- 


-- 


( அ - து ) ( ll ] + mmy ) aa 


Thil1 


24 , குறித்த புள்ளியை நடுப் புள்ளியாகக் கொண்ட 
நாணின் சமன்பாடு . 

x2 + y2 + 2gx + 2fy + -ce 0 வட்டத்தில் நாண் ஒன்றின் 
நடுப்புள்ளி ( x1 , y1 ) எனக் கொள் வோம் . 
( x1 , y1 ) வழிச் செல்லும் நாணின் சமன்பாடு 

} 
cOS 

sin o 
இங்கு இந் நாண் x ஆயத்தோடு சிறப்பிக்கும் கோணம் 6 , 
( x , y ) ( x ] , y1 ) இப் புள்ளியின் இடைப்பட்ட தொலை 7 . 


31 


- PPT 


- 


- 


( ai ) 


படம் -50 


- 


இக் கோட்டில் OP - r எனின் , P- ன் 

ஆயத் தொலைகள் 
( x + r cos 8 ) , ( y + rsia 8 ) . இப் புள்ளி வட்ட வரையில் இருந் 
தால் ( 1 + r cos 02 + 1 + TSING2 +28 ( x + cos 6 ) 
+ 2f ( y1 + r sin g ) + c = 0 . 
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sin a 


-- 


X1 


- 
க 


-e 


- 


( அ - து ) / 2 + 2 { ( x + g ) cos 0 + ( y1 + f ) sin a } r + x * 
+ y1 : + 2gx1 + 2fy1 + c = 0. ( x1 , y1 ) , PQ- வின் நடுப்புள்ளி 
யாதலால் இச் சமன்பாட்டால் வரும் -ன் மதிப்புகள் ஒரே 
அளவும் மாறுபட்ட குறியும் உடையனவாக இருக்கும் . 
ஃ ( x1 + g ) cos I + ( y1 + f ) sin a = 0 

COS 
( அது ) 

y1 + f 

* 1 + g 
நாணின் சமன்பாடு 

y_ - y1 . 
COS 0 

sia 0 

Cose 
( அ - து ) 

y sina 

1 -- f 

X1 + g 
( அ - து ) ( x - x1 ) ( x + g ) + { v : -- 91 ) ( y1 + f } = 0 . 
( அ - து ) xx ] + yy1 + g ( x + x ) + f ( y + y ) + c . 

= x12 + y12 + 2gx + 2fy1 + c . 

( அ - து ) T = S1 . 
மாதிரி 15 : 
x2 + y2 + 4x 

6y + 9 0 வட்டத்தின் 

நாண்கள் 
3 
ஆயத்தோடு tan - 1 கோணத்தைப் பிறப்பிப்பின் அவற்றின் 

5 
நடுப்புள்ளிகளுடைய இயங்குவரை என்ன ? 

அத்தகைய நாணொன்றின் நடுப்புள்ளி ( x1 , y1 ) என்று 
கொள் வோம் . 

நாணின் சமன்பாடு . 

xx1 + yy1 + 2 ( x + x }) - 3 ( y + y ) + 9 = x12 +31 " 
+ 4x1 - 6y1 + 9 . 
( அ - து ) x ( x1 + 2 ) + y ( y1 -- 3 ) -x12 - y12-2x1 + 3y1 = 0 , 

3 
இக்கோடு x ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணம் tan - 1 

5 
3 

5 
( அ - து ) 5x1 + 3y1 + 1 = 0 . 

( x ] , y1 ) - ன் இயங்குவரை 5x + 3y + 1 = 0 ஆகும் . 
மாதிரி 16 : 

x2 + y2 = a ? வட்டத்தில் ( h , k ) புள்ளிவழிச் செல்லும் 
நாண்களின் நடுப்புள்ளியினது இயங்குவரையினைக் காண்க . 

( h , k ) வழிச் செல்லும் நாணொன்றின் நடுப்புள்ளி ( x1 , yx ) 
என்று கொள்வோம் . 


- 


X1 +2 
y1 - 3 


- 


வட்டம் 
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( x1 , y1 ) - ஐ நடுப்புள்ளியாகக் கொண்ட நாணின் சமன்பாடு 

XXI to yyi = 12 + y12 . 
இக் கோடு ( h , k ) வழிச் செல்வதால் 

hx1 + ky1 = x12 + y12 . 
( xl , y1 ) - ன் இயங்குவரை x2 + y ? -- hx - ky = 0 . 
இது ( 0 , 0 ) , ( h , k ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் ஒரு வட்ட 
மாகும் . 


25. ஆதியை 
ஆதியை மையமாகக் 

கொண்ட ஆரையுடைய 
வட்டத்தின் சமன்பாடு x2 + y2 

a2 . இவ் வட்டத்தில் P 
என்ற ஒரு புள்ளி எடுத்து , OP , x ஆயத்தோடு பிறப்பிக்குங் 
கோணம் - எனக் கொள்க . 


Y 


X 


படம் - 5 
P , எந்தக் கால் வட்டத்தில் இருப்பினும் அதன் : ஆயத் 
தொலை ,= a cos 8 , y ஆயத்தொலை 

= a sin A. 
சில இடங்களில் x2 + y2 = a2- ல் இருக்கும் புள்ளிகளை 
( x1 , 11 )-க்குப் பதில் ( a cos 8 , a sin 8 ) என்று குறிப்பிடல் எளி 
தாக இருக்கும் . 
(a cos I , a sin a ) , ( a cos , a sin ) புள்ளிகளை 

புள்ளிகளை இணைக் 
கும் கோட்டின் சமன்பாடு . 

a cos 0 

y - a sine 
a ( cos 8 COS ) a ( sing sin o ) 


- 


- 


- 


- 
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8 


- 


( அ - து ) ( x --- a cos 8 ) 2 sin 


COS 


2 


2 


8 


- 


0+ - 
sin 

2 


- 


- a sin . ) 2 sin 


2 


8 
2sin 

2 


ஆல் வகுத்தால் x cos 


0 + * + y sin ; * 


8 


@ COS 


- 


என்று வரும் . 


2 


புள்ளி நகர்ந்து புள்ளியோடு ஒன்று படின் புள்ளி 
யிடத்துத் தொடுவரை கிடைக்கும் . 

8 இடத்துத் தொடுவரை x cos 8 + y sin a 

0 இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாட்டினைப் பிறிதொரு. 
முறையாலும் காணலாம் . 

( x1 , y1 ) இடத்துத் தொடுவரை 
xx1 + yy1 = a2 . இங்கு x1 , y1 இவற்றிற்குப் பதில் நிரலே 
a cos e , a sin a வை ஈடாக்கின் 8 இடத்துத் தொடுவரை 
x cos 8 + y sin s = a 

வரும் . வட்டத்தின் 
சமன் பாடு ( x -- a ) 2 + ( y - b ) 2 = R2 எனின் , வட்டத்தில் 
இருக்கும் புள்ளியின் 

ஆயத் தொலைகள் 

( a to R cos os 
b + Rsin g ) ஆகும் . அவ்விடத்து வட்டத்தின் தொடுவரைச் 
சமன் பாடு ( x -- a ) cos I + ( y --- b ) sin a == R ஆகும் . 


என் 


26. ABC முக்கோணத்தின் 
சுற்றுவட்டம் 

வரைந்து , 
சுற்றுவட்ட 

மையத்தினை 
ஆதியாக எடுப்பின் 

வட்டத் 
தின் சமன்பாடு 32 + y2 

= R2 . 
இங்கு R சுற்றுவட்ட ஆரை 
யாகும் . இம் முக்கோணத்தின் 8 
முனைகளை A ( R cosal , Rsind ) ; 
B ( R cos p , R sin p ) ; C ( Rcos ) , 
R sin y ) என்று கொள்ளலாம் . 

படம் -52 
இங்கு S ( 0 , 0 ) , G 

நடுக்கோட்டு மையம் { 3 R ( cos & 
+ cos p + cos 7 ) , R (sind + sin s + sin ? ) } ஆகும் . 

SG 


GO = . 


- 


0 -ன் ஆயத்தொலைகள் ( x1 , yx ) எனின் , G- ன் x ஆயத்தொலே 
200+ * 
2 x ) 

3 
( அ - து ) R ( cos d + cos p + cos ? ) = > 

x = R ( cos d . + cos p + cos 7 ) . 
இவ்வாறே y1 = R ( sin c + sin c + sin ? ) . ஒன்பது புள்ளி 
வட்ட மையம் ( Nine Polat centre ) N எனின் , அதன் ஆயத் 
R 

R 
தொலைகள் - ( cos d + cos s + cos 7 ) , ( sis d + sins 

2 
+ Sin ? ) ஆகும் . 
R ( cos d + cos B + cos y ) = 2h . 

R ( sind + sin s 
+ sina ) = 2k எனின் , G ( gh , k ) , 0 [ 2h , 2k ) , N ( h , k ) 
ஆகும் . ஒன்பது புள்ளி வட்டத்தின் சமன் பாடு ( x -- h ) 2 
+ ( p - k ) 2 = 1 R2 . 


மாதிரி 


17 : 


x2 + y ? = a2 வட்டத்தின் ஆயங்களிடைப்பட்ட 
தொடுவரைப் பகுதி நடுப்புள்ளியின் இயங்குவரை என்ன ? 

Y 


M 


ly 


படம் - 53 
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AB- ன் நடுப்புள்ளி M ( x1 , y1 ) எனக் கொள்வோம் . 
P ( a cos 8 , a sin a ) இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 

x cos 8 + y sin a = a . 
இத் தொடுவரை 3 ஆயத்தை A- ஆல் வெட்டின் A- ன் ஆயத் 
தொலைகள் 

cos 


இவ்வாறே B- ன் ஆயத்தொலைகள் 


( 0 , எஃ ) 


- 


. 231 

; 2y1 
COS 0 

sino 
இச் சமன்பாடுகளிலிருந்து - வை அகற்றின் 


+ 


: 1 


4x12 


4y18 


1 


4 


( x ) , y1 ) - ன் இயங்குவரை 


1 
+ 

ya 


. 


g21 


- 


- 


பயிற்சிகள் 10 
1. பின்வரும் வட்டங்களின் மையம் , ஆரைகனைக் 
காண்க - 
( 1 ) ஈ 2 + ya 

6x + 2y 

39 0 . 
( 2 ) 2x2 + 2y2 + 6x + 4y = 0 . 
( 3 ) 3x2 + 3y2 5x - 6y + 4 = 0 . 
( 4 ) 3x2 + 3y ? + 4x 

8y 41 0 . 
2. பின்வரும் புள்ளிகள் மையமாகத் தொலைகள் ஆரையாகக் 
கொண்ட வட்டங்களின் சமன்பாட்டினைக் காண்க : 

( 1 ) மையம் ( 1 , -4 ) , ஆரை 5 
( 2 ) மையம் ( -2 , 3 ) , ஆரை 7/2 . 
( 3 ) மையம் ( -1, -2 ) , ஆரை 3/2 . 

( 4 ) மையம் ( 3/2 , 7/2 ) , ஆரை-6. 
* 

3. பின்வரும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் 
சமன்பாட்டினைக் காண்க : 

( 1 ) ( 0 , 1 ) , ( 2 , 3 ) , ( -2 , 5 ) . 
( 2 ) ( 1 , 1 ) , ( 2 , -1 ) , ( 2 , 2 ) . 
( 3 ) ( 1 , 0 ) , ( 2 , 3 ) , ( 3 , -1 ) . 

3x , y = 5x + 4 கோடுகளால் அமைந்த 
சுற்றுவட்டச் சமன்பாடு என்ன ? 


4. ) 


-- 


2x , y 
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5 . ( 2 , 1 ) புள்ளிவழி ஆயங்களைத் தொடும் வட்டங்களைத் 
காண்க . 


6. ஆயங்களையும் 3x - 4y = 12 கோட்டினையும் தொடும் 
வட்டங்களைக் காண்க . 


4x - 3y = 25 வட்டங்கள் 


7. x2 + y ? = 25 , 2x2 + 2y ? 
தொடுமென நிறுவுக . 


- 


- 


8. பின்வரும் வட்டங்களின் சமன்பாட்டினைக் காண்க : 

( 1 ) ஆதி வழி ( 1 , 2 ) புள்ளியை மையமாகக் கொண்ட 
வட்டம் . 

( 2 ) ( 2 , 3 ) புள்ளியை மையமாகக் கொண்டு , x ஆயத் 
தைத் தொடும் வட்டம் . 

( 3 ) x + y = 6 , 2x + y = 4 , + 2y = 3 கோடுகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்டம் . 
( 4 ) ( -1 , 2 ) , ( 3 , --- 2 ) வழி x 

2y கோட்டில் 
மையம் இருக்கும் வட்டம் . 
( 5 ) ( 2 , - 3 )3 ) ( -2 , 4 ) புள்ளிகளை 

இணைக்குங் 
கோட்டினை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் . 
( 6 ) ( 6 , 

புள்ளியை மையமாகக் கொண்டு 
5x + 12y = 3 கோட்டினைத் தொடும் வட்டம் . 

( 7 ) ( 2 , 3 ) வழி ஆயங்களைத் தொடும் வட்டம் . 

( 8 ) ஆதியிலிருந்து தொலை 5 - க்கு அப்பால் ஆயங் 
களைத் தொடும் வட்டம் . 


1 ) 


( 9 ) 


ஆயங்களைத் தொடும் . ஆரையுடைய வட்டம் . 


1 


- 


10x - 24y + 12 = 0 


9. x2 + ya 

400 . 

x2 + y2 
அகந்தொடு வட்டங்கள் என நிறுவுக . 


10. x2 + y2 - 4x - 6y - 12 = 0 , x2 + y2 - 6x + 18y + 
26 = 0 புறந்தொடு வட்டங்கள் என நிறுவுக . 


11. படம் வரையாது ( - 1 , 2 ) , ( 0 , 0 ) , ( 6 , - 4 ) புள்ளிகள் 
22 + y 5x + 2y - 5 = 0 வட்டத்தின் உள் , வெளி , வட்ட 
வரை என் றிவற்றில் எங்கு உள என்பதைக் காண்க . 

8 
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12. ( 7 , 1 ) , ( 6 , 4 ) , {-2 , 4 ), ( 5 , 7 ) புள்ளிகளால் அமைந்த 
நாற்சிறை ஒரு வட்ட நாற்சிறையென நிறுவுக . 


- 


13. ஒரு புள்ளியிலிருந்து 4x2 + 4y2 = 9 , 9x2 + 9y2 16 . 
வட்டங்களுக்கு வரையும் தொடுவரைகளின் விகிதம் 3 : 4 எனின் , 
அப்புள்ளியின் இயங்குவரை என்ன ? 


14. ஒரு புள்ளியிலிருந்து 2 + y3 + 43 + 3 0 , x2 + ya 
6x +5 = 0 வட்டங்களுக்கு வரையும் தொடுவரைகளின் 
விகிதம் 1 : 2 என இருக்க அப் புள்ளி இயங்குமாயின் , அப் 
புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு வட்டமென நிறுவுக இவ் வட்டத் 
தின் மையம் , ஆரையைக் காண்க . 


15. ( 1 , 0 ) , ( 2 , 0 ) , ( 3 , 2 ) புள்ளிகளிலிருந்து ஒரு வட்டத் 
துக்கு வரையும் தொடுவரைகளின் நீளங்கள் நிரலே 1 , V7 , V2 
என் றிருப்பின் , வட்டத்தின் சமன்பாடு என்ன ? 


வரைகள் 


16. ( x1 , y1 ) புள்ளியிலிருந்து x2 + y ? a2 க்குத் தொடு 

வரையின் , அத் தொடுவரைகள் அவற்றின் 
நாண் என்றிவற்றால் அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்பு 
a ( x12 + y12 - a2,312 

என நிறுவுக . 
* 12 + y13 


கோடு 


, 


17. m- ன் எம் மதிப்புகளுக்கு 
x2 + y2 - 6x - 2y + 8 = ( ) வட்டத்தினைத் தொடும் ? 


18. y + x = 0 கோட்டினுக்கு ஒருபோகான x2 + ya 
- 3y + 5 = 0 வட்டத்தின தொடுவரைகள் யாவை ? 


19. ( 6 , 3 ) புள்ளிவழி ஆயங்களைத் தொடும் வட்டங்களின் 
சமன்பாட்டைக் காண்க . இவ் வட்டங்களின் ( 6 , 3 ) இடத்துத் 
தொடுவரைகளின் சமன்பாடும் காண்க . இத் தொடுவரைகளுக்கு 
ஆதியிலிருந்து வரையும் நேர்குத்துக் கோட்டின் நீளங்கள் சமம் 
என நிறுவுக . 


20 . ஒரு புள்ளியிலிருந்து x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 
வட்டத்துக்கு வரையும் தொடுவரைகள் தம்முள் செங்குத்தாக, 
இருப்பின் , அப்புள்ளியின் இயங்குவரை என்ன ? 


வட்டம் 
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21. ஒரு புள்ளியிலிருந்து x2 + y2 + 4x - 6y + 12 = 0 
வட்டத்துக்கு வரையும் தொடுவரைகளின் இடைப்பட்ட கோணம் 
120 ° எனின் , அப் புள்ளியின் இயங்குவரை 3x : + 3y2 + 12x . 

18y + 35 = 0 என நிறுவுக . 


22. x = 0 , y = 4 , 2x + y = 2 கோடுகளைத் தொடும் 
வட்டங்களின் சமன்பாட்டைக் காண்க , 


23. y 


= x + 2 , 3y = 4x , 2y = 33. இக் கோடுகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்டம் 32 + ya 

46x + 221 
= 0 என நிறுவுக . 


- 


- 


24. lx to my 1 கோடு ax2 + 2hxy + by2 0 கோடுகளை 
P , Q- ல் வெட்டின் PQ- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் 
{ am2 - 2hlm + b12 ) ( x2 + ya ) -- 2 [ b ! - hm ) * - 2 ( am - h ! ) y 
+ ( a + b ) = 0 என நிறுவுக . 


-- 


25. 2 + y ? 25 வட்டத்தைச் சார்ந்த 3x + 4y == 5 
கோட்டின் துணைப்புள்ளி என்ன ? 


26. P , Q- லிருந்து நிரலே Q , P- யின் துணைக்கோடுகளுக்கு 
நேர்குத்துக் கோடுகள் வரையின் , இவற்றின் நீள விகிதம் , 
வட்டத்தின் மையத்திலிருந்து இப்புள்ளிகளின் தொலை விகித 
மாகும் என நிறுவுக . 


27. இரு புள்ளிகள் ஒரு வட்டத்தைச் சார்ந்த துணை இய 
புள்ளிகளாக இருந்தால் , அவற்றின் இடைப்பட்ட தொலையின் 
இருபடி , அப் புள்ளிகளிலிருந்து வட்டத்துக்கு வரையும் தொடு 
வரைகளின் இருபடியின் கூட்டுத் தொகையாகும் என நிறுவுக . 


28. நேர்குத்தான இரு கோடுகள் ஒரு வட்டத்தைச் சார்ந்த 
துணை இய கோடுகளாயின் , அவற்றில் ஒன்று மையம் வழிக் 
செல்லும் என நிறுவுக . 


29. குறித்த இரு புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வட்டங்களைச் 
சார்ந்த குறித்த ஒரு கோட்டின் துணைப் புள்ளியின் இயங்கு வரை 
என்ன ? 
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30. இரு நிலைப் புள்ளிகள் , குறித்த நீளத்தை ஆரையாகக் 
கொண்ட வட்டத்தைச் சார்ந்த துணை இயப் புள்ளிகளாக இருப் 
பின் , வட்ட மையத்தின் இயங்குவரை என்ன ? 


31. x2 + y2 = 2 வட்டத்தைச் சார்ந்த , ( - ) 2 + y2b2 
வட்டத்துத் தொடுவரைகளின் துணைப் புள்ளிகளின் இயங்குவரை 
( a - b2 ) x2 - b2 y ? - 2cs ax + c4 0 என நிறுவுக . 


- 


- 


32. x2 + y . a2 வட்டத்தைச் சார்ந்த P- ன் துணைக்கோடு 
( x -- c ) 2 + ( y - p } 2 b ? வட்டத்தைத் தொட்டால் , P- ன் 
இயங்குவரை ( x + by -- a ) 2 = b ? ( x2 + y ) என நிறுவுக . 


- 


5. ஒருநிலை வட்டங்கள் 

(( System of Circles ) 
M. சமதொடுவரை ஆயம் ( Radical Axis) 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து இரு வட்டத்திற்கு வரையும் தொடு 
வரைகளின் நீளம் சமமாக இருந்தால் , அப் புள்ளியின் இயங்கு 

வட்டங்களின் சமதொடுவரை ஆயம் ( Radical Axis ) 
எனப்படும் . 


வரை 


வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் 
S = x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 

S = x2 + y + 28 | x + 2f1y + C 
எனக் கொள்வோம் . 


- 


0 


A 


5 = O 


S = 0 


படம் 54 . 


P- லிருந்து இரு வட்டங்களுக்கும் வரையும் தொடுவரைகளின் 
நீளம் சமமாக இருந்தால் , P- ன் இயங்குவரை சமதொடுவரை 
ஆயமாகும் . 


P ( x1 , y1 ) எனவும் , P- லிருந்து வட்டங்களுக்கு வரையும் : 
தொடுவரைகளை PT , PT - எனவும் கொள்வோம் . 
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- 


- 


- 


PT2 xy ? + y12 + 2gxy + 2fy + c . 

PT2 x12 + y12 + 281x1 + 2f1y ] + Cy . 
இங்கு PT 

Pi . 
x12 + y12 + 2gx1 + 2fy1 + c = x12 = y18 + 281x1 | 2f1y1 + cy . 
( அ - து ) ( x18 + y12 + 2g# 1 + 2fyi + c ) 

- ( x12 + y12 + 281x1 + 2f1y1 + c ) = 0 
P ( 31 , y1 ) - ன் இயங்குவரை 
( x2 + y2 + 2gx + 2fy + c ) ( x2 + y2 -- 28 x + 2f1y + c1 ) = 0 

அ - து ) S- S = 0 
சமதொடு வரையாயத்துச் சமன்பாட்டினைச் சுருக்கினால் 

2 ( g --- 81 ) x + 2 { f - f1 ) y + c - c = 0 
வரும் . இது ஒருபடிச் சமன்பாடு ஆதலால் சமதொடுவரையாயம் 
ஒரு கோடாகும் . 

81 
தன் சாய்வு வீதம் 

f fi 
வட்டங்களின் மையங்கள் ( -8 , --f ) , ( -81 -fi ) 


என்று 


மையங்களை இணைக்குங் கோட்டின் சாய்வு வீதம் 

f - f1 
g - 81 


சமதொடுவரையாயம் வட்ட மையங்களை இணைக்குங் 
கோடு , இவற்றின் சாய்வு வீதங்களின் பெருக்குத் தொகை -11 
ஆகும் . 


ஆகவே , சமதொடுவரையாயம் , மையங்கள் வழிச் செல்லும் 
கோட்டினுக்கு நேர்குத்தாக இருக்கும் . இரு வட்டங்களின் 
பொதுத் தொடுவரைகள் அனைத்தையும் சம தொடுவரையாயம் 
இரு சமமாகப் பிரிக்கும் . 


2 . இரு வட்டம் தம்முள் தொடுமெனின் தொடுகுத்து 
இடத்துத் தொடுவரை அவ் வட்டங்களின் சமதொடுவரை 
ஆயமாகும் . 
ஆகவே , இரு 

வட்டம் தொடுவதறிய அவற்றின் சம 
தொடுவரையாயம் வட்டங்களில் ஒன்றைத் தொடுமென 
நிறுவினால் போதும் . எடுத்துக்காட்டாக , x2 + y = 400 , 

10x + 24y -- 120 = 0 வட்டங்களைப் பார்ப்போம் . 


T 


- 


வ 


- 


-- 


- 


ஆகையால் வட்டங்களின் பொது நாணின் சமன்பாடாகும் . 
ஒரு நிலை வட்டங்கள் 
இவ் வட்டங்களின் சமதொடுவரையாயம் 

10x -- 24y -- 520 0 
( அ -து ) 5x -- 

- 12y - 260 0 . 
முதல் வட்டத்தின் மையம் ( 0 , 0 ) 

ஆரை 

20 . 
( 0 , 0 ) -லிருந்து 5x -- 12y - 260 0 - க்கு வரையும் நேர்குத்துக் 

260 
கோட்டின் நீளம் 

20 ; ஆகவே , 
V5 + 122 
-- 12y -- 260 

முதல் 

வட்டத்தைத் தொடும் . 
தொடுவரையாயம் ஒரு வட்டத்தைத் தொடுவதால் 
- வட்டத்தையும் தொடும் . 

ஆகவே , இவ்விரு வட்டங்களும் ஒன்றையொன்று தொடு 

3. ) s = 0 , S 0 இவ் வட்டங்களின் சமதொடுவரை 
ஆயம் S -- S = 0 எனக் கண்டோம் . 

S 10 , S = 0 சமன்பாடுகளோடு பொருந்தும் ஒரு 
புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் S -- S = 0 சமன்பாட்டோடும் 
பொருந்தும் . ஆகவே , இவ் வட்டங்களின் பொதுப் புள்ளிகள் 
வழி S- S = () செல்லும் . இது ஒரு கோட்டின் சமன்பாடு 


- 


சம் 


மறு 


கின்றன . 


- 


இவ் வட்டங்கள் கற்பனைப் புள்ளிகளில் வெட்டினாலும் 
S - SO அப் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் போது நாணின் 
சமன்பாடே . 


ஆகவே , இரு வட்டங்களின் பொது நாண் அவ் வட்டங் 
களின் சமதொடுவரையாயமாகும் . 


குறிப்பு : ஒருவட்டம் மற்றொரு வட்டத்தின் வட்டவரையைச் 
சமபங்காகப் பிரித்தால் , இவ் வட்டங்களின் பொது நாண் 
இரண்டாவது வட்டத்தின் மையம் வழிச் செல்லும் . 


4 . 

. ) \ x2 + y ? --- 2gx + 2fy + + A ( lx + my + n ) = 0 
என்ற சமன்பாட்டைப் பார்ப்போம் : 


a எம் மதிப்பு உடையதாகினும் இச் சமன்பாடு 
வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 


ஒரு 
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2 - க்கு 11 , 12 , மதிப்புகளைக் கொடுத்தால் இந் நிலையி 
லுள்ள இரு வட்டங்களின் சமன்பாடு 


x2 + y : + 2gx + 2fy + c + 11 ( lx + my + n ) = 0 . 
x2 + y + 2gx + 2fy + c + 12 ( lx + my + n ) 
இவ் வட்டங்களின் சமதொடுவரையாயம் 

( 11 - 2 ) (l + my + n ) 0 . 
( அ - து ) 1x + my + 7 : 0 . 


- 


ஆகவே , x + y + 2gx + 2fy + c + 1 (lx + my + n ) = 0 , 
1 வேறுபடும்பொழுது , எல்லா இணை வட்டங்களும் ( Pair of 
Circles ) 1x + my + n = 0 கோட்டினைச் சமதொடுவரையாய 
மாகக் கொள்ளும் ஒரு நிலை வட்டங்களைக் ( System of Circles ) 
குறிக்கும் . இத்தகைய ஒரு நிலை வட்டங்கள் பொது ஆய முடைய 
வட்டங்கள் ( Coaxal Circles ) எனப்படும் . மையங்களை 
இணைக்குங் கோட்டினுக்குச் சமதொடுவரையாயம் நேர்குத்தாக 
இருப்பதால் , பொது ஆயமுடைய வட்டங்களின் மையங்கள் 
ஒரே கோட்டில் உள . 


1 


5 . மையங்களை இணைக்கும் கோட்டினை x ஆயமாகவும் , 
சமதொடு வரையாயத்தினை y ஆயமாகவும் பொது ஆயமுடைய 
வட்டங்களின் சமன்பாடு காணல் . 

இவ் வட்டங்களில் ஒன்று x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 
எனக் கொள்வோம் . 


- 


- 


வட்டத்தின் மையம் 3 ஆயத்தில் இருப்பதால் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு x2 + y + 2gx + C 0 . சமதொடு 
வரையாயத்தின் சமன்பாடு x = 0 . 





பொது ஆயமுடைய வட்டங்களின் சமன்பாடு k- ன் பல 
மதிப்புக்குத்தக x2 + y ? + 2gx + c + kx 0 ஆகும் . 

( அ - து ) x2 + y + ( 2g + k ) x + c = 0 . 


x- ன் வேறுபடும் கெழுவுக்குப் பதில் 21 என எழுதினால் , 
வட்டங்களின் சமன்பாடு x + y ? + 22 x + c = 0 

என்று 
வரும் . c மாறா இராசியாகும் . A -வின் ஒவ்வொரு மதிப்புக் 
குத்தக இந்த 

ஒரு நிலை வட்டங்களில் 

ஒரு வட்டத்தை 
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x2 + y2 + 2ax + c = 0 குறிக்கும் . மேலும் A -வின் மதிப் 
பினை மாற்றினால் இந்த ஒருநிலை வட்டங்களைச் சேர்ந்த வட்டங் 
கள் அனைத்தின் சமன்பாடுகளையும் காணலாம் . 


சமன்பாடு 


6. ) பொது 

ஆயமுடைய வட்டங்களின் 
* + y2 + 22x + c = 0 எனக் கண்டோம் . 


இதனை ( x + a ) 8 + y3 = 13 - C என எழுதலாம் . 1 - ன் 
மதிப்பு + c ஆக இருப்பின் , வட்டங்களின் 

சமன்பாடு 
( x - // c ) 2 + y2 = 0 அல்லது ( x + Vc ) 2 + y2 = 0 . 
வட்டங்களின் மையம் ( A / C , 0 ) ( - VC , 0) ; ஆரை சுன்னம் . இவ் 
வட்டங்களில் பொருந்தும் x , y மதிப்புகள் மையங்களின் ஆயத் 
தொலைகளே யாகும் . 


இவ் 


{ VC, 0 ) , ( - Vc , 0 ) புள்ளிகள் எல்லைப் புள்ளிகள் ( Limiting 

( 
Points ) எனப்படும் . இவை , மையங்களை இணைக்குங் கோட்டில் 
சமதொடுவரையாயத்துக்கு இரு பக்கத்திலும் சமதொலைக்கப்பால் 
இருக்கும் . இப் புள்ளிகளைப் புள்ளி வட்டங்கள் ( Point Circles ) 
எனவும் கூறுதல் உண்டு . எல்லைப் புள்ளிகள் , C மிகையானால் 
மெய்ப் புள்ளிகளாகவும் , குறையானால் கற்பனைப் புள்ளி 
களாகவும் இருக்கும் . 


x2 + y2 + C + 2 x = 0 வட்டம் , 

சமதொடு 
வரையாயத்தினை வெட்டும் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் 
y3 + c = 0 சமன்பாட்டால் காணலாம் . ஆகவே , c- ன் மதிப்பு 
மிகையானால் கற்பனைப் புள்ளிகளிலும் குறையானால் மெய்ப் 
புள்ளிகளிலும் வட்டம் சமதொடு வரையாயத்தை வெட்டும் . 
ஆகவே , c- ன் மதிப்பு மிகையானால் கற்பனைப் புள்ளிகளிலும் , 
குறையானால் மெய்ப் புள்ளிகளிலும் வட்டங்கள் தம்முள் தாம் 
வெட்டிக்கொள்ளும் என்று காணலாம் . 


மேலும் , வெட்டும் பொது ஆயமுடைய வட்டங்களின் 
எல்லைப் புள்ளிகள் கற்பனைப் புள்ளிகள் என்றும் , வெட்டாப் 
பொது ஆயமுடைய வட்டங்களின் எல்லைப் புள்ளிகள் மெய்ப் 
புள்ளிகள் என்றும் அறியலாம் 
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4 


படம் -55 


பயம் -55 


-- 


ஆகவே , + y + 27 + 82 0 வெட்டாப் பொது ஆய 
முடைய வட்டங்களைக் குறிக்கும் . அவற்றின் எல்லைப் புள்ளிகள் 
( 0 , 0 ) ( -8 , 0 ) ஆகும் . 


7 

பொது ஆய முடைய வட்டங்களில் எல்லைப் புள்ளிகள் 
ஒவ்வொரு வட்டத்தைச் சார்ந்த துணைப் புள்ளிகளாகும் . 

x " + y + 2 x + 3 = 0 - ஐச் சார்ந்த ( 8 , 0 ) -ன் துணைக் 
கோடு +82 + ( x + 8 ) 

0 . 
( அ - து ) ( x + 8 ) ( 8-- a ) == 0 . 
( அ - து ) * + 8 0 . 


ப 


- 


1 - 
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இக் கோடு மற்றைய எல்லைப் புள்ளி ( -- 8 , 0 ) வழிச் செல்லும் . 
ஆகவோ 8 , 0 ) , ( 0 , 0 ) துணைப் புள்ளிகள் . 


4 


8 . = 2 + y2 + 2gx + 2 y + 0 , S = x2 + y : + 
2813 + 2fly + c = 0 வட்டங்களோடு பொது ஆயமுடைய 
வட்டங்களின் சமன்பாடு காணல் . 

S + KS = 0 ( இங்கு K ஒரு நிலையெண் ) சமன்பாட்டைப் 
பார்ப்போம் . 


- 
LAM 


- 


- 


0 ஒரு 


இச் சமன் பாட்டில் x2- ன் கெழு ya- ன் கெழு , xy- ன் 
கெழு 0 . 

ஆகவே , K- ன் மதிப்பு எதுவாயினும் S + KS 
வட்டத்தினைக் குறிக்கும் . 

மேலும் , S + KS = 0 , S = 0 , 0 வட்டங்களின் 
பொதுப் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் . 
ஆகவே , K ன் 

பல மதிப்புகளுக்குத் தக S + KS = 0 , 
S = 0 ஒரு பொது ஆயமுடைய வட்டங்களைக் 
குறிக்கும் . 


மாதிரி 


புள்ளி 


x 2 + y2 + 2x + 4y +7 = 0 , x2 + y ? + 5x + y + 4 = 0 
வட்டங்களின் எல்லைப் புள்ளிகள் யாவை ? 

இவ் வட்டங்களோடு பொது ஆயமுடைய வட்டங்களின் 
சமன்பாடு 

12 + y +25+ 4 +7+ ( x2 + y ? + 5x + y + 4 ) 
= 0 ( 1 ) இத் தரப்பு வட்டங்களைச் சார்ந்த சுன்ன ஆரையுடைய 
வட்டங்கள் அதாவது 

வட்டங்கள் எல்லைப் புள்ளி 
களாகும் . 
( 1 ) சமன்பாட்டினை 
2 + 5 

7 + 4 
x2 + y ? + 

0 
1 

1 + - A 
என்று எழுதலாம் . 
இவ் வட்டத்தின் ஆரை சுன்னமாயின் , 

(252 14 + 2 ) 7 -- 41 

+ 
4 {1+ 12 4 (1+ ) 
( அ - து ) ( 5a + 2 ) 2 + { a -- 4 )2-441 - 7 ) { a + 1 ) 
0 . 


- -- | 


1+ 


. 


* 
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( அ - து ) 512 - 8 a -4 = 0 . 
( அ - து ) ( 51 + 2 ) ( A - 2 ) = 0 . 

2 
2 = 2 அல்லது 

5 


- 


. 


ஆகவே , புள்ளி வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் 
x2 + y2 + 4x + 2y + 5 = 0 ; x 2 + y + 6y +9 
( அ - து ) ( x + 2 ) 2 + ( y + 1 ) 2 0 ; x2 + ( y + 3 ) 2 
இவ் வட்டங்களின் மையங்களே எல்லைப் புள்ளிகள் . 

எல்லைப் புள்ளிகள் ( - 2 , - 1 ) , ( 0 , - 3 ) . 


மா 


- 


* 


மாதிரி 2 : / 


பொது 


82 + y ? +23 + 3y + 1 0 , x2 + y2 + 4x + 3y + 2 = 0 
வட்டங்களின் 

நாணினை 

விட்டமாகக் கொண்ட 
வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க . 

இவ் வட்டங்கள் A , B புள்ளிகளில் வெட்டுமெனக் கொள் 
வோம் . 


AB- ன் சமன்பாடு ( x2 + y + 4x + 3y + 2 ) - ( x2 + y ? 
+ 2x + 3y + 1 ) = 0 . 

( அ - து ) 2x + 1 = 0 . 

A , B வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு 
2 + y + 4x + 3y +2+ a ( x + y + 2x + 3y - 1 ) 0 . 
இவ் வட்டம் AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்டால் , வட்டத்தின் 
மையம் A B- ல் இருக்கும் . வட்டத்தின் சமன்பாட்டினை 


-- 


x2 + y : + 


2 (2+ A ) 

1 + A 


2 + 2 
+ 3y + 

1 + 1 


0 


என்று எழுதலாம் . 


வட்டத்தின் மையம் 


( 2 + 2 ) 
1 + a 


-- 


= 


இப் புள்ளி 2x + 1 0 - ல் இருப்பதால் 

--2 ( 2 + 1 ) 

+1 

1+ 
( அ - து ) -- 4 - 21 + 1 + 1 = 0 

2 

3 . 


- 


- 


ஒரு நிலை வட்டங்கள் 
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வட்டத்தின் சமன்பாடு 
* 2 + y ? + 4x + 3y + 2 - 3 ( x2 + y + 2x + 3y + 1 ) = 0 . 

( அ - து ) 2 : 2 - 2y2 23 бу . 1 0 . 
( அ - து ) 2x2 + 2y2 + 2x + 6y + 1 = 0 . 


- 


. 


: 


: 


- 
-- 


மாதிரி 3 : / 
வட்டங்களின் பொது நாண் 2 ( 22 - C , ( 2 + c) ( 22 + 19 ) 
நீளமுடையது என நிறுவுக . 


* 


இவ் வட்டங்கள் A , B புள்ளிகளில் வெட்டுமெனக் கொள் 
வோம் . AB- யின் நீளம் 

AB- ஐ 

விட்டமாகக் கொண்ட 
வட்டத்தின் ஆரையின் இரு மடங்காகும் . A , B வழிச் செல்லும் 
வட்டத்தின் சமன் பாடு 

82 + y + 21 ++ k ( 2 + y + 24y C ) 0 . 
( அ - து ) ( x2 + ya ) ( 1 + k ) +22 x + 2uky + c ( 1 - k ) = 0 . 

2uk 
( அ - து ) x2 + y2 + 

C (1 - k ) 

0 . 
X + 
1 + k 

1 + k 


-- 


22 


-- 


1 + ky 

y + 


இவ் வட்டத்தின் மையம் 


(- + - 14 ) 


கர் 


ஆரை 


- 


+ 
( 1+ ) 


Lak2 
( 1 + k ) 


( 1 k ) 
( 1 + k ) 


k2 


2 ) 


N 
NM 
M 


22+ I2 k2 - ( 1 

( 1 + k ) 2 


- 


22 - c + k2 ( /12 + c ) 

( 1 + 6 ) 
AB- ன் சமன் பாடு 
( x2 + y2 + 2ax + c ) -- ( x + y2 + 24y = c ) = 0 . 

( அ - து ) A * - Ky + = 0 . 


வட்டத்தின் மையம் AB- ல் இருப்பதால் 

22 A2k 
1 + k 

+ c = 0 . 


-- 


1+ 


11 


- 
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( அ - து ) 


2 3 4 42k + c + ck 


--- 


O 


12 


- 


k 


C 
12 -- c 


. 


AB = வட்ட ஆரையின் இரு மடங்கு 


12 


- 


- 


2 


1 + 


-- 


- 


2 


M ( - )". ( 42 = c ) 

AC) 
MP + ) ( 2== Age" ( + c) 
MA 
NM 


பா + c ) 2 ( 

2 . c ) + ( 12 - C ) ( 3 + C ) 
( 12 - c + a 2 - C ) 


2 


c ) [ AA 2 - + c ) ( 142 + c + 12 

( 12 + 12) 2 


2 


--- 


( 12 - c) ( 12 + c ) 

( 2 + 12) 


-- 


2 


EXT 


மாதிரி 4 : 

மூன்று வட்டத்துக்குப் பொது சமதொடுவரையாயம் ஒன்று 
இருந்தால் , ஒரு வட்டத்திலிருந்து மற்ற இரண்டிற்கு வரையும் 
தொடுவரைகளின் தகவு மாறாத் தன்மையதாகும் . 


பொது சமதொடுவரையாயத்தினை y ஆயமாகவும் , மையங் 
களை இணைக்கும் கோட்டினை x ஆயமாகவும் கொண்டால் , 
வட்டங்களின் சமன்பாடுகளை 

x2 + y + 2 A 1x + c = 0 
x2 + y2 + 21 2x + c = 0 

0 

கொள்ளலாம் . 


என்று 


முதல் வட்டத்திலிருக்கும் புள்ளி ( x1 , y1 ) என்றும் , அதிலிருந்து 
ஏனை இரண்டிற்கு வரையும் தொடுவரைகளின் நீளம் 11 , 12: 
என்றும் கொண்டால் 

x12 + y12 + 21 1x1 + c = 0 
ty2 = x12 + y12 + 2 1 2x1 + c 
122 = x2 + y 2 + 2 x gx1 + c 


12T 
ஒருநிலை வட்டங்கள் 

ஃ . t12 = 2 12x1 - 2a xx 2x ] ( 12 - A ) 
123 = 21gx1 - 2 } ] xt = 2x : ( As - A ) 

2x1 { AS 11 ) 
2x1 ( 33 

11 ) 


12 


- 


12 
as 


a 

1 
A1 


- 


நிலையெண் . 


9.இரு வட்டங்கள் செங்கோணத்தில் வெட்டும் கட்டுப்பாடு . 


வட்டங்கள் 


x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 , 
22 + y2 + 281x + 2f1y + C ] = 0 எனக் கொள்வோம் . 


56 


இவ் வட்டங்களின் மையங்கள் 0 , 0 , வட்டங்கள் வெட்டும் 
புள்ளிகளில் ஒன்று P எனக் கொள்க . 
ஆகவே , 

0 ( - 8 , -f ) , 0 ( - 81 , -- fl ) ஆகும் . 
OP Mg: + f C , OP V81 " + f13 - . 


- 


OPO 90 ° , ஆகையால் , 0 02 = 0P2 + 0 p2 
( அ - து ) ( -g + 81 ) 2 + ( -f + f1 ) 2 = g2 + f2 - c + 812 + f12 - y 

( அ - து ) 2831 + 2ff1 = c + cy 
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மாதிரி 5 : 

( 1 , 2 ) வழி x2 + y2 9 வட்டத்தின் வட்ட வரையைச் சமி 
பங்காகவும் பிரித்து x2 + y ? - 2x + 8y - 7 = 0 வட்டத்தினைச் 
செங்கோணத்திலும் வெட்டும் வட்டம் யாது ? 


அத்தகைய வட்டத்தின் சமன்பாடு 


x2 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 எனக் கொள் வோம் . 
( 1 , 2 ) வழிச் செல்வதால் 


12 + 22 + 2g + 4f + c = 0 . 

( அ - து ) 2g + 4f + c = - 5 


( 1 ) 


x2 + y 


2 = 9 - ன் வட்டவரையைச் சம பங்காகப் 


பிரிப்பதால் , 


- 


நாண் 


x2 + y ? = 9 , x2 + y2 + 2gx + 2fy + c == 0 . 
வட்டங்களின் பொது 

x2 + 2 9 வட்ட 
மைய வழிச் செல்லும் . ( அ - து ) 2gx + 2fy + c + 9 = 0 , 
{ 0,0 ) வழிச் செல்லும் . 


இவ் 


கம் 


c + 9 = 0 

( 2 ) 
x2 + y2 - 2x + 8y - 7 = 0 வட்டத்தை செங்கோணத்தில் 
வெட்டுவதால் 
- 2g + 8f = c - 7 

( 3 ) 


...... 


( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் 

9 , 8 = 4 , f = 1 
வட்டத்தின் சமன்பாடு 

x2 + y2 + 8x - 2y -9 = 0 . 
மாதிரி 6 : 

x2 + y - 2x + 3y - 7 = 0 . 
x + y ? + 5x - 5y + 9 10 . 
2 + y2 + 7x - 9y + 29 = 0 . 


இந்த முவ் வட்டங்களையும் செங்கோணத்தில் வெட்டும் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு என்ன ? 


இம் 
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அத்தகைய வட்டத்தின் சமன்பாடு * 2 + y2 + 2gx 
+ 2fy + c = 0 எனக் கொள்வோம் . இம் மூன்று வட்டங்களையும் 
செங்கோணத்தில் வெட்டுவதால் 


2g + 3f 

7 
5g -- 5f := c +9 
7g - 9f = c + 29 


( 1 ) 
( 2 ) 
( 3 ) 


-- 


- 


( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) இச் சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் 

3 8. f = 9. C 4 
வட்டத்தின் சமன்பாடு * + ys - 16x -- 18y - 4 = 0 . 


மாதிரி 7 : 


இரு வட்டங்கள் செங்கோணத்தில் வெட்டினால் , 
பொதுப் புள்ளியிடத்து வரையும் தொடுவரைகள் வட்டங்களை 
மீண்டும் வெட்டும் . புள்ளிகளை இணைக்கும் கோடு , மற்றப் 
பொதுப் புள்ளிவழிச் செல்லுமென நிறுவுக . 


S 


படம் -58 


வட்டங்கள் P , Q- வில் வெட்டுமெனக் கொள்வோம் . P இடத்துத் 
தொடுவரைகள் PR . PS . வட்டங்கள் செங்கோணத்தில் வெட்டுவ 
தால் PR , PS வட்டங்களின் மைய வழிச் செல்லும் . 


கள் 


90 . 


மேலும் RPS 


9 
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வட்டங்களின் ஆரைகள் 71 , 12 என்று கொண்டு PR , PS- யை 
ஆயங்களாக எடுத்தால் வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் 

x2 + ya - 2rxx = 0 
x2 + y ? - 2rey = 0 


R , S புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் ( 271 , 0 ) ( 0 , 2r2 ) 


RS- ன் சமன்பாடு 

* 
27 


1 . 


272 


விடுவித்தால் Q- ன் 


இவ்விரு வட்டங்களின் சமன்பாடுகளை 
ஆயத்தொலைகளைக் காணலாம் . 
2r | 22 

2r12 r2 
அவை 

r1 + 122 ( 12 +2 


} 
இம் மதிப்புகள் 

+ 

= 1 - ல் பொருந்தும் . 

212 
RS , Q வழிச் செல்லும் . 


21 


--- 


- 


10. பொது ஆயமுடைய வட்டங்களின் எல்லைப்புள்ளிகள் 
வழிச் செல்லும் வட்டம் , அவ் வட்டங்களனைத்தையும் செங் 
கோணத்தில் வெட்டும் . 

பொது ஆயமுடைய வட்டங்களின் சமன்பாடு x + ya 
+ 2ax +2 0 

என்று 

கொண்டால் , அதன் எல்லைப் 
புள்ளிகள் ( 8 , 0 ) , ( - 3 , 0 ) , 

( 8 , 0 ) , ( -8 , 0 ) வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு 
x + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 எனக் கொள்வோம் . 

8 + 2g + = 0 
82 - 238 + c = 0 

( 2 ) 
g 0, C = 
வட்டத்தின் சமன்பாடு x2 + y2 + 2fy 82 = 0 , f- ன் மதிப்பு 
யாதாயினும் 32 + y + 2 x + 82 0 , 82 + y + 2fy 
- 82 = 0 இவ் வட்டங்கள் செங்கோணத்தில் வெட்டும் . 

f- ன் மதிப்பு மாறுந்தோறும் பல்வேறு வட்டங்கள் 
கிடைக்கும் . ஆனால் , இவ் வட்டமனைத்தும் ( 8 , 0 ) , ( -8 , 0 ) . 
வழிச்செல்லும் . 

ஆகவே , x2 + y : + 2fy - 82 = 0 - சமன்பாடு பொது 
ஆயமுடைய ஒரு நிலை வட்டங்களைக் ( a System of Coaral 
Circles ) குறிக்கும் . 


ஒரு நிலை வட்டங்கள் 
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இதன் சமதொடுவரையாயம் , முதற் பொது ஆயமுடைய 
ஒருநிலை வட்டங்களின் மையங்களை இணைக்குங் கோடாகும் .. 
மேலும் , இந்த ஒரு நிலை வட்டங்கள் இரண்டில் ஒன்றைச் 
சேர்ந்த வட்டம் ஏனைய ஒரு நிலை வட்டங்களைச் சேர்ந்த வட்ட 
மனைத்தையும் செங்கோணத்தில் வெட்டும் . இந்த ஒரு நிலை 
வட்டமிரண்டில் ஒன்று 

வெட்டும் 

ஒரு நிலை வட்டங்கள் , 
மற்றொன்று , வெட்டா ஒரு நிலை வட்டங்களாகும் . 

மேலும் , இரு வட்டங்களைச் செங்கோணத்தில் வெட்டும் 
ஒரு வட்டத்தின் மையம் வழியே முதல் இரு வட்டங்களின் 
சமதொடுவரையாயம் செல்லுமென எளிதிற் காணலாம் . 


* 


S 


-- 


மூன்று 

வட்டங்களை இரண்டிரண்டாக எடுத்தால் 
அவற்றின் சமதொடுவரையாயங்கள் ஒரு புள்ளிவழிச் 

செல்லும் . 
இம் மூன்று வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் SS = 0 ( 1 ) 
0 ( 2 ) , S " = 0 ( 3 ) எனக் கொள்வோம் . 
( 1 ) , ( 2 ) வட்டங்களின் சமதொடுவரையாயம் 

S - S = 0 . 
( 2 ) , ( 3 ) வட்டங்களின் சமதொடுவரையாயம் 

S - S " -0. 
( 3 ), ( 1 ) வட்டங்களின் சமதொடுவரையாயம் 

S S 0 . 
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( S - S ) + ( S - S " ) + ( S " - S ) = 0 ஆகையால் இம் 
முக்கோடுகளும் ஒரு புள்ளிவழிச் செல்லும் . இப் புள்ளியை 
S = S = S " லிருந்து 

காணலாம் . 

இப் புள்ளி சமதொடு 
வரை மையம் ( Radical Centre ) எனக் கூறப்படும் . 


சமதொடுவரை மையத்திலிருந்து வட்டங்களுக்கு வரையும் 
தொடுவரைகளின் நீளங்கள் சமமாக இருக்கும் . இப் புள்ளியை 
மையமாகவும் , இப் புள்ளியிலிருந்து வட்டங்களுக்கு வரையும் 
தொடுவரையின் நீளத்தினை ஆரையாகவும் , கொண்டு வரையும் 
வட்டம் , இம் மூன்று வட்டங்களையும் செங்கோணத்தில் வெட்டும் . 


மாதிரி 8 : 


x + y + 3x + 2y + 1 = 0 
x + ya 

x + 6y + 5 0 
x2 + y2 + 5x - 8y + 15 = 0 


- 


இவ் வட்டங்களைச் செங்கோணத்தில் வெட்டும் வட்டம் 
யாது ? 


வட்டங்களின் சமதொடுவரையாயங்கள் 

4x - 4y - 4 
- 6x + 14y - 10 = () 
2x - 10y + 14 


3 


இம் மூன்று சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் சமதொடுவரை 
மையம் ( 3 , 2 ) என்று வரும் . 


( 3 , 2 ) - லிருந்து வட்டத்துக்கு வரையும் தொடுவரையின் 
தீளம் 1 எனின் t2 = 32 + 22 + 3 x 3 + 2 x 2 + 1 


= 27 . 


ம் மூன்று வட்டங்களையும் செங்கோணத்தில் வெட்டும் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு 

( x - 3 ) 2 + ( y - 2 ) 2 = 27 
( அ - து ) x2 + y2 - 6x - 4y - 14 = 0 


12. ) இரு வட்டங்களின் பொதுத் தொடுவரைகள் . இவ் 
வட்டங்களின் மையங்கள் 01 , 02 என்றும் , ஆரைகள் 11 , 12 
என்றும் , இவ்வட்டங்களின் ஒரு பொதுத் தொடுவரை 01 02 
கோட்டினை S.- ல் வெட்டும் என்றும் கொள்க . 


133 


ஒருநிலை வட்டங்கள் 


( O 


0 . 


- 
க 


. 


இங்கு , S2020 , S : 01P வடிவொத்த முக்கோணங்க 
னாகும் . 

S , 01 

S , 02 
ஆகவே , S2 , 0103, கோட்டினை 

தகவுப்படி 
வெளியிற் பிரிக்கும் . 

VAS , வெளிபோன்மை மையம் ( External Centre of Simi 
litude ) மற்றைய நேர் பொதுத் தொடுவரை ( Direct Common 
Tangent ) TU- ம் S2 வழிச் செல்லும் என எளிதிற் காணலாம் 


- 


- 


படம்- 54 


PQ . குறுக்குப் பொதுத் தொடுவரை ( Transverse Common 
Tangent ) ஆயின் , அது 0102 கோட்டினை : " 2 தகவுப்படி 
உள்ளே பிரிக்கும் எனக் காணலாம் . 

ஆகவே , S1 உள் போன்மை மையம் ( Internal Centre of 
Similitude ) ஏனைய TU குறுக்குத் தொடுவரையும் S1 வழிச் 
செல்லும் . 
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ஆகவே , இரு வட்டங்களின் பொதுத் தொடுவரைகளைக் 
காண்பதற்கு , மையங்களை இணைக்கும் கோட்டினை ஆரைகள் 
தகவுப்படி உள்ளும் வெளியும் பிரிக்கும் புள்ளிகளைக் கண்டு 
( அஃதாவது போன்மை மையங்களைக்கண்டு ) அவற்றிலிருந்து 
வட்டங்களுக்கு வரையும் தொடுவரைகளைக் காணவேண்டும் . 


வட்டங்கள் தம்முள் வெட்டிக்கொள்ளாவிடின் 
அவற்றிற்கு நான்கு பொதுத் தொடுவரைகளும் , வெட்டிக் 


படம் . 63 


நடம் - 63 
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கொண்டால் இரு நேர் பொதுத் தொடுவரைகளும் , வெளியில் 
தொட்டால் , மூன்று பொதுத் தொடுவரைகளும் , உள்ளே 
தொட்டால் ஒரு பொதுத் தொடுவரையும் உள.ஒரு வட்டம் ஏனைய 
வட்டத்தின் உள்ளிருப்பின் பொதுத் தொடுவரை கள் இல்லை . 


படம்- 54 


* 


C 


படம் - 5 


படம் -66 


மாதிரி 9 : 


- 


32 + ya 

1 , x2 + y : --- 2x - 6y + 62 ) 
வட்டங்களின் பொதுத் தொடுவரைகள் யாவை ? 
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இவ் வட்டங்கள் தம்முள் வெட்டாததால் போன்மை மையங்க 
களிலிருந்து இவ் வட்டங்களில் ஒன்றுக்கு வரையும் தொடுவரை 
கள் , பொதுத் தொடுவரைகளாகும் . 


இவ் வட்டங்களின் மையங்கள் ( 0 , 0 ) , ( 1 , 3) ஆரைகள் 1,2 . 
உள் போன்மை மையம் ( 0 , 0) , ( 1 , 3 ) புள்ளிகளை இணைக்குங்க 
கோட்டினை உள்ளே 1 : 2 தகவுப்படி பிரிக்கும் . 
ஃ S1- ன் ஆயத்தொலைகள் 

1 2 0 
x 1 + 280 1x 3 + 2x 

1 x 2 0 ) 
1 +2 

1+ 2 


* " ) 


ľ 
( அ - து ) ( 1 ) 


1x = 2x ) 


வெளிபோன்மை மையம் S2- ன் ஆயத்தொலைகள் 

x1-2x0 1 x 3 --2 x 0 
1-2 

1-2 
( அ - து ) ( -1 , - 3 ) 

ஃ குறுக்குப் பொதுத் தொடுவரைகள் S1 லிருந்து வரையும் 
தொடுவரைகளாகும் . 


அவற்றின் சமன்பாடு 


( x2 + y2 - 1 ) 


( A + 1 - 1 ) - (* x } + 7x1-1) 


( அ - து ) 

x2 + y2 - 1 = ( x + 3y - 3 ) 2 
( அ - து ) 4y ? + 3xy - 3x - 9y + 5 = 0 
( அ - து ) ( y - 1 ) ( 3x + 4y - 5 ) = 0 . 


S2 லிருந்து வரையும் தொடுவரைகள் நேர் பொதுத் தொடுவரைக 
ளாகும் . 


அவற்றின் சமன்பாடு 

( x2 + y2 - 1 ) ( 1 + 9 - 1 ) = ( - x - 3y -- 1 ) ? 
( அ - து ) 4 : 2 - 3xy - x -- 3y - 5 = 0 
( அ - து ) ( x + 1 ) ( 4x - 3y - 5 ) = 0 


- 


ஆகவே , நான்கு பொதுத் தொடுவரைகளின் சமன்பாடுகள் 
y- 1 = 0 ; 3x + 4y - 5 = 0 ; x + 1 = 0 ; 4x - - 3y - 5 = 0 . 
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பயிற்சிகள் 11 


1. x2 + y ? - 2x + 3y + 3 = 0 வட்டமும் , 55--2y : -- 10 
= 0 கோடும் வெட்டும் புள்ளிகள் , ( 3 , 1 ) புள்ளி இவற்றின் வழிச் 
செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு 

3x2 + 3y2 - 56x + 29y + 109 = 0 என நிறுவுக . 
2. 232 + 2y2 3x + 5y - 17 = 0 வட்டமும் 3x + 7 
5y கோடும் வெட்டும் புள்ளிகள் , ( 1 , 1 ) புள்ளி இவற்றின் 
வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 
3. 232 + 2ys - 3x + 5y + 1 
3x + 5y + 1 = 0 , 2 + y2 = 1 

0 , x2 + y2 = 1 வட்டங் 
களின் பொதுப் புள்ளிகள் , ( 2 , 1 ) புள்ளி இவற்றின் வழிச் 
செல்லும் வட்டம் x2 + y + 6x -- 10y -- 7 = 0 என நிறுவுக . 

4. x2 - + y2 - 6 = 0 , x2 + y2 + 4y - 1 = 0 வட்டங்கள் 
வெட்டும் புள்ளிகள் , ( - 1 , 1 ) இவற்றின் வழிச் செல்லும் 
வட்டத்தின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 

5. x + y2 = 4 , x2 + y2 - 2x -4y + 4 = 0 வட்டங்கள் 
வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் 2 12 ஆரையுடைய வட்டத் 
தின் சமன்பாடு என்ன ? 


- 


+2 


6. x2 + y2 - 3x - 

2y - 6 

0 , x2 + y2 - 5x -- 4y 
= 0 வட்டங்கள் வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் 
வட்டத்தின் 

மையம் x = y கோட்டில் இருந்தால் அதன் 
சமன்பாடு என்ன ? 

7. x2 + y2 + 4x -- 14y - 68 = 0 , x2 + y2 - 6x --- 22y 
+ 30 = 0 வட்டங்கள் வெட்டும் புள்ளிகள் வழி x ஆயத்தைத் 
தொடும் வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் என்ன ? 


* 


-- 


- 


-- 


- 


8. x2 + y2 - 2x + 1 = 0 , x2 + y2 

5x 6y + 4 0 
வட்டங்களின் பொதுப் புள்ளிகள் வழி , 2x -- y + 3 0 
கோட்டினைத் தொடும் வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் என்ன ? 

9. x + y = 4 , x + y - 2x - 4y + 4 = 0 வட்டங்கள் 
வெட்டும் புள்ளிகள் வழி x + 2y = ( கோட்டினைத் தொடும் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு என்ன ? 


10. x + y2 - 2y - 9 = ( ) வட்டத்தை 2x -- y + 6 = 0 
கோடு A , B- ல் வெட்டின் AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத் 
தின் சமன் பாடு என்ன 

? 
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- 


11. ( x - a ) 2 + y = a2 , x2 + ( y - b ) 22 2 வட்டங் 
களின் பொது நாணை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் யாது ? 
பொது நாணின் நீளம் என்ன ? 


- 


- 


12. 2x -- 3y 1 கோடு , 

32 + y ) 4 வட்டத்தினை 
A , B- ல் வெட்டின் , AB- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் 
சமன்பாடு 13 ( x2 + y2) - 4x -- 6y = 50 என நிறுவுக . 


13. x2 + y2 + 2x + 3y + 1 = 0 , x2 + y + 4x + 3y + 2 
= 0 வட்டங்களின் பொது நாணை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத் 
தின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 


14. x2 + y2 + 4x + 22y = 0 , x2 + y : - 10x + 6y 
வட்டங்களின் பொது நாணின் நீளம் என்ன ? 


15. x2 + y + 23 + 3y -7 + 0 , x2 + y ? .- 2 % - y +1 
0 வட்டங்களின் சமதொடுவரையாயத்தின் சமன்பாட்டினையும் , 
பொது நாணினையும் காண்க . 


16.2 + y 2 + 2 +3 0 , 12 + y + 2x + 4y +5 
= 0 , x2 + ya 7x 8y - 9 0 வட்டங்களின் சமதொடு 
வரை மையத்தைக் காண்க . இப் புள்ளியிலிருந்து வட்டந்தோறும் 
வரையும் தொடுவரையின் நீளம் என்ன ? 


- 


17. x2 + y2 + 4x + 7 = 0 , 232 + 2y ? +31 + 5y +9 
= 0 , x2 + y : + y = 0 வட்டங்களின் சமதொடுவரை மையத் 
தினைக் காண்க . 


18. x + y2 = aa , ( x - b ) 2 + y2 = a2 , x2 + ( y - c) 2 = aa 
வட்டங்களைச் செங்கோணத்தில் வெட்டும் வட்டத்தின் சமன்பாடு 
ஜூ + y2 - bx -- cy + a2 = 0 என நிறுவுக . 


a ? 


19. { x - a ) 2 + ( y - b ) 2 = 52 , ( x - b ) 2 + ( y - a ) : 

- b - c ) 2 + y : ab + c2 வட்டங்களைச் செங் 
கோணத்தில் வெட்டும் வட்டத்தின் சமன் பாட்டினைக் காண்க . 


- 


20. x2 + y + 2x - 4y + 1 = 0 , x + y2 - 6x 

6x + 8y + 
0 , * 2 + y 

- 4x + 6y + 9 = 0 வட்டங்களைச் 
கோணத்தில் வெட்டும் வட்டத்தின் சமன்பாடு என்ன ? 


- 


- 
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21. x2 + ya + 2x + 4y + 1 = 0 , 2x2 + 2ya . + 6x + 8y . 
3 0 , x2 + y2 - 2x - + - 6y -- 3 = 0 வட்டங்களைச் செங்கோணத் 
தில் வெட்டும் வட்டத்தின் சமன்பாடு என்ன ? 


22. ( 2 , 3 ) , ( 5 , 6 ) புள்ளிகளை மையமாகக் கொண்டு செங் 
கோணத்தில் வெட்டிக்கொள்ளும் சமவட்டங்களின் சமன் 
பாடுகளைக் காண்க . 


23. ( 0 , a ) , ( 0 , -a } வழி y = mx + c கோட்டினைத் தொடும் 
வட்டமிரண்டின் சமன்பாடுகள் என்ன ? இவ் வட்டங்கள் செங் 
கோணத்தில் வெட்டினால் ( 2 = a2 ( 2 + ms ) என நிறுவுக . 


24. ஆதிவழி x2 + y2 - 4x + 2y + 4 0 வட்டத்தினைச் 
செங்கோணத்தில் வெட்டும் வட்டத்தின் மையம் x + y = 4 
கோட்டில் இருந்தால் , அதன் சமன்பாடு என்ன ? 


25. x2 + y2 + 2x + 8 = 0 , x + y : -- 8x + 8 = 0 
வட்டங்களைச் செங்கோணத்தில் வெட்டும் வட்டங்களில் எவை 
p- x = 4 கோட்டினைத் தொடும் ? 


26. x2 -- y2 + 2x -- 9 = 0 , x2 + ya - 8x - 9 = 0 
வட்டங்களைச் செங்கோணத்திலும் வெட்டி , y - x = 4 கோட்டினை 
யும் தொடும் இரு வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் என்ன ? 
வட்ட மையங்களின் இடைப்பட்ட தொலை 1002 என்று நிறுவுக . 


இவ் 


27. ( = a , 0 ) புள்ளிகள் A , B ஆகும் . AB- ஐ விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டத்தை , மாறும் தன்மையுடைய S வட்டம் செங் 
கோணத்தில் வெட்டினால் , S வட்டத்தைச் சார்ந்த ( a , 0 ) -ன் 
துணைக்கோடு ஒரு நிலைப் புள்ளிவழிச் செல்லும் என நிறுவுக . 
அந் நிலைப் புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் யாவை ? 


28. x2 + y2 a2 வட்டத்தைச் செங்கோணத்தில் வெட்டி 

2a கோட்டினைத் தொடும் வட்டங்களின் மையத்தின் இயங்கு 
வரை என்ன ? 


- 


29. AA + B + c --- D = 0 ஆக x2 + y + 2ax 
+2 y + 7 = 0 ஒரு நிலை வட்டங்களைச் செங்கோணத்தில் 
வெட்டும் வட்டத்தின் சமன்பாடு என்ன ? 


- 
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-- 


30. Sl = 0 , S2 = 0 , S. = 0 வட்டங்களைச் செங்கோணத்தில் 
வெட்டும் வட்டம் aSi + AS2 + YS : O ஒரு நிலை வட்டமனைத் 
தையும் செங்கோணத்தில் வெட்டுமென நிறுவுக . 


31. S வட்டத்தைச் சார்ந்த P , Q புள்ளிகள் துணை இயப்புள்ளி 
களாகின் PQ- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் S- ஐ செங் . 
கோணத்தில் வெட்டுமென நிறுவுக . 


32. ஒரு புள்ளியிலிருந்து x2 + y2 - 2x - 4y -- 4 =: 0 , 
x2 + y2 + 10x + 12y + 45 = 0 - க்கு வரையும் தொடுவரைகளின் 
தகவு 3 : 4 ஆயின் அப் புள்ளியின் இயங்குவரை இவ் வட்டங் " 
களோடும் பொது ஆயமுடைய வட்டமாகும் என நிறுவுக . 


33. x2 + y2 - 4x + 6y + 8 = 0 , x + ye . - 10x-- by + 14 = 0 
வட்டங்கள் தொடுமென நிறுவுக . தொடுகுத்தின் ஆயத் 
தொலைகள் என்ன ? 


34. x2 + ya 

0 

10x -- 24y + 120 = 0 
வட்டங்கள் தம்முள் தொடுமென நிறுவுக . * ஆயத்தையும் 
தொடுகுத்தில் இவ்வட்டங்களையும் தொடும் வட்டத்தின் சமன் 
பாடு என்ன ? 


35. x2 + y2 + 2x + 4y +7 = 0 , x2 + y ? + 4x + 2y + 5 
= 0 வட்டங்களின் எல்லைப் புள்ளிகள் யாவை ? 


36. x2 + y ? + 2y --- 4 = 0 , x3 + y ? + 2x + 2y - 10 = 0 
வட்டங்களில் எல்லைப் புள்ளிகள் யாவை ? 


37. ( 0 , 0 ) , ( a , b ) புள்ளிகளை எல்லைப் புள்ளிகளாகக் 
கொண்ட பொது ஆயமுடைய வட்டங்களின் 

சமன்பாடு 
x2 + y : + K ( 2ax + 2by - a2 - 0 என்று நிறுவுக . 


b2 ) 


- 
- 


38. ஆதியை எல்லைப் புள்ளிகளில் ஒன்றாகக் கொண்ட 
பொது ஆயமுடைய ஒருநிலை வட்டங்களில் ஒன்று x2 + y2 + 2gx 
+ 2fy + c = 0 எனின் , இவ் வட்டங்களைச் செங்கோணத்தில் 
வெட்டும் ஒரு நிலை வட்டங்களின் சமன்பாடு ( x2 + y ? ) ( g + f ) 
+ c { x + Hy ) = 0 என நிறுவுக 
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39. இரு 


வட்டங்களைச் சார்ந்த P- ன் துணைக்கோடுகள் 
Q- ல் வெட்டின் , இவ் வட்டங்களின் சமதொடுவரையாயம் PQ- ஐ 
சமபங்காகப் பிரிக்கும் என நிறுவுக . 


பொது 


40. ஒரு நிலைப் புள்ளியிலிருந்து 

ஆயமுடைய 
வட்டங்கள் மூன்றுக்கு வரையும் தொடுவரைகள் 
11 , 12 , 13 ஆகும் . இவ் வட்டங்களின் மையங்கள் முறையே 
P , Q , R எனின் , QR . 112 + RP . t22 + PQ.t , 2 = ( ) என நிறுவுக . 


ஒரு நிலை 


41. பொது ஆயமுடைய ஒரு நிலை வட்டங்களைச் சார்ந்த 
ஒருநிலைப் புள்ளியிலிருந்து அதன் துணைக்கோட்டுக்கு வரையும் 
செங்கோட்டடியின் இயங்குவரை , சமதொடுவரையில் 
முடைய ஒரு வட்டமென நிறுவுக . 


மைய 


42 பொது ஆயமுடைய ஒரு நிலை வட்டங்களில் இரண்டின் 
பொதுத் தொடுவரை எல்லைப் புள்ளியோடு கூடிச் செங்கோணத் 
தைப் பிறப்பிக்குமென நிறுவுக . 


43. பொது ஆயமுடைய ஒருநிலை வட்டங்களைச் சார்ந்த 
நிலைப்புள்ளி ஒன்றின் துணைக்கோடுகள் பிறிதொரு நிலைப்புள்ளி 
வழிச் செல்லும் எனவும் , இப்புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டினை 

ந் நிலை வட்டங்களின் சமதொடுவரையாயம் சமபங்காமப் பிரிக் 
கும் எனவும் , இக் கோடு எல்லைப் புள்ளிகளோடு கூடிச் செங் 
கோணத்தைப் பிறப்பிக்கும் எனவும் நிறுவுக . 


- 


44. x + y2 == a2 வட்டம் , 1x + my + n 0 கோட்டில் 
மையமுடைய a ஆரை வட்டம் , இவற்றின் எல்லைப் புள்ளிகள் 
( x2 + y2 ) ( lx + my + n ) + a2 (lx + my ) = 0 வளைவரையில் உள 
என நிறுவுக . 


- 


- 
- 


45. x2 - + ya 16 , x2 + y2 - 2y 
வட்டங்களின் 

பொதுத் 

தொடுவரைகளின் 
என்ன ? 


4 0. இவ் 
சமன்பாடுகள் 


46. x + y2 - 2y - 3 = 0 , * 2 + y ? - 6x + 2y + 6 = 0 
இவ் வட்டங்களின் பொதுத் தொடுவரைச் சமன்பாட்டினைக் 
காண்க . 


47. x2 + y2-2x - 6y + 9 = 0 , x2 + y2 + 6x - 2y + 1 == 0 
வட்டங்களின் பொதுத் தொடுவரைச் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 
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48. ஒரு நிலை வட்டத்தின் நாண்கள் ஒரு நிலைப் புள்ளி 
யிடத்து 90 ° பிறப்பிப்பின் , அவற்றின் நடுப்புள்ளியின் இயங்கு 
வரை ஒரு வட்டமெனவும் , இவ்விரு வட்டங்களுக்கு அந்நிலைப் 
புள்ளி எல்லைப் புள்ளிகளில் ஒன்று எனவும் நிறுவுக . 


49. இரண்டு தொடர்பற்ற பொது ஆயமுடைய ஒரு நிலை 
வட்டங்களுள் ஒன்றின் சமதொடுவரையாயம் , ஏனையதின் 
மையங்கள் வழிச் செல்லும் கோடாகும் . இவையிரண்டிலிருந்தும் 
எடுத்த இரு வட்டங்கள் தம்முள் தொட்டால் , அவற்றின் 
ஆரைகளின் பெருக்கத் தொகை மாறா ராசியென நிறுவுக . 


50. இரு வட்டங்கள் A , B புள்ளிகளில் வெட்டும் . A வழி 
ஒரு கோடு ஒரு வட்டத்தை P- லும் , இக் கோட்டுக்கு ஒருபோகாக 
B வழி மற்றொரு கோடு ஏனைய வட்டத்தை Q- லும் வெட்டினால் , 
PQ- வின் நடுப்புள்ளியின் இயங்குவரை என்ன ? 


-- 


6. கூம்பு வெட்டிகள் 


( Conic Sections ) 
பரவளையம் ( Parabola ) 


0 கூம்பு வெட்டிகள் ( வரையறை ) ஒரு நிலைப் புள்ளி , ஒரு 
நிலைக் கோடு இவற்றிலிருந்து P- ன் தொலைகள் நிலைத்தகவுடை 
யனவாக இருக்க , இயங்கும் P- ன் இயங்குவரை ஒரு கூம்பு 
வெட்டி ( Conic Section ) ஆகும் .இந்த நிலைப்புள்ளி உயிர்ப் புள்ளி 
( Focus ) எனவும் , நிலைக் கோடு உயிர்க்கோடு ( Directrix ) 
எனவும் , நிலைத்தகவு மையத் தொலைத்தகவு ( Eccentricity ) 
எனவும் கூறப்படும் . உயிர்ப்புள்ளியை S என்ற எழுத்தாலும் , 
மையத் தொலைத்தகவை என்ற எழுத்தாலும் குறிப்பிடுவது மரபு . 


மையத் தொலைத்தகவு e , 1 ஆக இருந்தால் , கூம்பு வெட்டி 
பரவளையம் ( Parabola ) எனவும் , < 1 என்றிருப்பின் நீள் வட்டம் 
( Ellipse ) எனவும் , e 1 என்றிருப்பின் அதிபரவளையம் 
( Hyperbola ) எனவும் கூறப்படும் . 


2 . ஒரு கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாடு இருபடிச் சமன்பாடா 
கும் . உயிர்ப்புள்ளி S ( x1 , 1 ) எனவும் , உயிர்க்கோடு Ax-+ By 
0 e 

, ன் 
ஆயத்தொலைகள் ( x , y) எனவும் , P - யிலிருந்து உயிர்க் கோட்டிற்கு 
வரையப்படும் நேர்குத்துக் கோட்டின் அடி M எனவும் கொள்க . 


SP 
இங்கு 

PM 


( அ - து ) 


SP2 = e * PME 


( அ - து ) ( x - 1 ) 2 + y = yrs 


( Ax + By + C ) 

A2 + BA 
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P ( fy ) 


By+C=O 


S 
( 21 ) 


படம் -67 


ச் சமன்பாட்டை விரித்தெழுதினால் 

ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 


என்பது போன்ற ஓர் இருபடிச் சமன்பாடு P- ன் இயங்குவரை 
யாகும் . 


3. பரவளையத்தின் சமன்பாடு - உயிர்ப்புள்ளி S எனவும் , 
உயிர்க்கோடு BM எனவும் பரவளையத்துப் புள்ளிகளுள் ஒன்று 
P எனவும் கொள்வோம் . 


P 


* 


13 


N 


படம்- 68 


வ 
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S- லிருந்து உயிர்க்கோட்டினுக்கு SB- ஐ நேர்குத்தாக 

SA 
வரைக . SB- ன் நடுப்புள்ளி A எனக் கொண்டால் 

1 . 

AB 
ஆகவே , A பரவளையத்தில் இருக்கும் . 

P- ல் இருந்து 
கோட்டினுக்கும் AS- க்கும் நிரலே PM , PN கோடுகளையும் , 
A. வழி AS- க்கு AY கோட்டினையும் நேர்குத்தாக வரைக . 

AS = a எனக் கொள்க . 


AS , AY கோடுகளை x , y ஆயங்களாகக் கொள்ள S- ன் ஆயத் 
தொலைகள் ( a , 0 ) ஆகும் . 


P- ன் ஆயத்தொலைகள் ( x1 , y1 ) எனக் கொள்க . 

SP2 ( x1 -a ) 2 + y 2 


MP 


-- 


BN = x + a 


பரவளையத்தின் மையத் தொலைத் தகவு e = 1 ஆகையால் 

SP 

1 
PM 


--- 


( அ - து ) SP2 = MP2 . 
( அ - து ) ( x - a ) 2 + y12 = ( x + a ) a 
( அ - து ) y 4as , 

P- ன் இயங்குவரை y2 4ax , 


2 


I 


- 


திட்டமான 


சமன்பாடு ( Standard 


இது பரவளையத்தின் 
Equation ) ஆகும் . 


4 AS.AN 69119.62 


கணிதப் பண்பாகும் . A புள்ளி பரவளையத்தின் முனை ( Vertex ) 
எனவும் , 

AS- ன் நீட்சியான ASX ஆயம் ( Axis ) எனவும் 
கூறப்படும் . 


4. y2 = 4a % பரவளையம் வரைதல் : x- ன் மதிப்புக் குறை 
யாக இருப்பின் y2- ன் மதிப்பும் அவ்வாறே இருக்குமாதலின் x- ன் 
குறை மதிப்புகளுக்கு -ன் மதிப்புகள் கற்பனை ஆகும் . 
ஆகவே , ரண்டாவது , மூன்றாவது 

கால் வட்டங்களில் 
அஃதாவது A- ன் இடப் பக்கத்தில் வளைவரை இராது . 

10 


- 
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-ன் மதிப்புச் சுன்னமெனின் y- ன் மதிப்பும் சுன்னமாகும் . 
ஆகவே , வளைவரை x ஆயத்தை A- ல் வெட்டும் 


x- ன் மதிப்பு எண்ணிலிக்குக் ( Infinity ) கூடிச் செல்லச் 
செல்ல y- ன் மதிப்பு அங்ஙனமாகும் . 


வளைவரையிலுள்ள ஒவ்வொரு ( x , y ) புள்ளிக்கும் எதிர் 
நிலையாக ( x , -y ) புள்ளி வளைவரையில் இருப்பதால் ஆயத்தோடு 
பரவளையம் சமச் சீருடையதாகும் ( Symmetrical ) . 


சமன்பாட்டில் 0 மதிப்பினை x- க்குக் கொடுத்தால் y2 = 0 . 
அதாவது ந - க்கு 0 , 0 மதிப்புகள் வருவதால் x = 0 கோடு 
வளை வரையை ஒரே புள்ளியான ( 0 , 0 ) . ( 0 , 0 ) புள்ளிகளில் 
வெட்டும் . ஆகவே , x = 0 

x = 0 கோடு பரவளையத்தை ( 0 , 0 ) 
இடத்துத் தொடும் 


x- க்குப் பல மதிப்புகளைக் கொடுத்து , அவற்றிற்கு நேர் 
நிலையான y- ன் மதிப்புகளைக் காண்க . இவற்றால் அறியும் 
பரவளையத்தின் உருவம் முற்பகுதி படத்தில் காண்க . 


15. நேரகலம் (Latus Rectum ) : PN- ன் நீட்சி வளைவரையை 
P - ல் வெட்டினால் PN , P- ன் குத்தாயம் ( Ordinate ) எனவும் , 
PNP : P- ன் இரட்டைக் குத்தாயம் ( Double Ordinate ) எனவும் 
கூறப்படும் . 


S வழிச் செல்லும் LSL இரட்டைக் குத்தாயம் நேரகலம் 
Latus Rectum ) எனப்படும் . 

SL- ஐ 1 எனக் கொண்டால் -ன் ஆயத்தொலைகள் (a , I ) 
L y2 = 4ax- ல் இருப்பதால் , 


12 = 4a2 


SL 


- 
- 


2a 


* 


ஆகவே , நேரகலம் 


4a 


6. பரவளையத்தின் ஆயத்தை x ஆயமாகவும் , அதன் 
முனையிடத்துத் தொடுவரையை y ஆயமாகவும் கொண்டு 
அதன் சமன்பாடு y2 = 4ax என நிறுவினோம் . 


பரவளையத்தின் உயிர்ப் புள்ளி : ( a , 0 ) , முனை ( 0 , 0 ) , ஆயம் 
y = 0 , உயிர்க்கோடு x + a = 0 எனக் காணலாம் . 
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எனக் 


பரவளையத்தின் அகத்து Q புள்ளியை ( x1 , y1 ) 
கொள்க . 


- 


A 


து 


படம் -69 


வளைவரையை 


P- ல் 


Q- ன் குத்தாயமான NQ- ன் நீட்சி 
வெட்டினால் 

PN2 = 4 AS . AN 


4ax1 


QN2 < PN2 


( 4ax 


y12 ( 4ax ] 


என 


இம்மாதிரியே Q [ x1 , y1 ) புள்ளி பரவளையத்தின் புறத்திருப் 
பின் y12 > 4ax ] நிறுவலாம் . ஆகவே , 

பரவளையம் 
தளத்தினை ( Plane ) இருபரகமாகப் பிரிக்கும் . ஒரு பாகத்தின் 
புள்ளிகளுக்கு y2 < 4ax , மற்றப் பாகத்தின் புள்ளிகளுக்கு 
y2 > 4ax , வளைவரையின் புள்ளிகளுக்கு y2 40x . 


--- 


7. ஆயத்தினை ஆயமாகவும் , உயிர்க் கோட்டினை 
ஆயமாகவும் கொள்ள , பரவளையத்தின் 

சமன்பாடு 
y2 = 4a ( x - a ) ஆகும் . 

ஆயத்தினை ஆயமாகவும் , உயிர்ப்புள்ளி SS வழி 
ஆயத்துக்கு நேர்குத்தான கோட்டினை y ஆயமாகவும் 


- 
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- 


40 ( x + a ) . 


கொள்ளப் பரவளையத்தின் சமன்பாடு ya 
y2 == - 4ax சமன்பாடு இப்படம் போல AX - ஐ 
கொண்ட பரவளையமாகும் . 


ஆயமாகக் 


S 


CA 


படம் -70 


y ஆயத்தினை ஆயமாகவும் , 3 ஆயத்தினை முனையிடத்துத் தொடு 
வரையாகவும் , 4a- ஐ நேரகலமாகவும் கொண்ட பரவளையத்தின் 
சமன் பாடு 

x2 4ay ஆகும் . 


- 


ஆகவே , 1 கோட்டிலிருந்து தொலையின் இருபடி , 1 - க்கு . 
நேர்குத்தான 1 கோட்டிலிருந்து தொலைக்குத் தக வேறுபட்டு 
இயங்கும் ஒரு புள்ளியின் 

இயங்குவரை , 1 கோட்டினை 
ஆயமாகவும் !! கோட்டினை முனையிடத்துத் தொடுவரை 
யாகவும் கொண்ட பரவளையமாகும் . 


- 


( px + gy + 1 ) 2 


K ( qx - py + r ) சமன்பாட்டினை 


px + gy + r 

Vp2 + q2 
எழுதலாம் . 


( 2 + 2 + ) - * + ( + ) 


என்று 


இச் சமன்பாடு ஒரு பரவளையத்தினைக் குறிக்கும் . இப் பரவளை 
யத்தின் ஆயம் px + qy + r = 0 , முனையிடத்துத் தொடுவரை 

K 
qx - py + r = 0 , நேரகலத்தின் நீளம் 

ஆகும் . 
Mp3 + q 
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மாதிரி 1 : 
( 3 , 4 ) - ஐ 

10 - ஐ 
உயிர்ப் புள்ளியாகவும் , 2x - 3y + 5 = 

சமன்பாடு 
உயிர்க் கோடாகவும் கொண்ட பரவளையத்தின் 
என்ன ? 


- 


பரவளையத்தின் மையத் தொலைத்தகவு 1 
பரவளையத்துப் புள்ளிகளுள் ஒன்று P ( x , y) எனக் கொள்க . 

2x 3y + 5 ) 
3 ) 2 + ( y 

1/23 + 32 : 
( அ - து ) 13 ( x - 3 ) 2 + 13 ( y -- 4 ) . ( 2x - 3y + 5 ) 2 
( அ - து ) 9x2 + 12xy + 4y ? 98x - 74y + 300 = 0 . 


2 ) 


. 


- 


மாதிரி 2 : 


உயிர்ப் 


2 


2x - 6y + 5 = 0 பரவளையத்தின் முனை , 
புள்ளி , உயிர்க்கோடு இவற்றினைக் காண்க . 

y2 - 2x - 6y + 5 = 0 
( அ - து ) y ? - 6y + 9 - 23 - 4 = 0 
( அ - து ) ( y - 3 ) 2 = 2 ( x + 2 ) 


{ --- 2 , 3 ) புள்ளிக்கு ஆதியை மாற்றின் , புதிய ஆயங்களைப் 
பொறுத்துப் பரவளையத்தின் சமன்பாடு Y2 = 2x ஆகும் . 


முனையின் ஆயத்தொலைகள் ( - 2 , 3 ) 


** 


நேரகலம் 


--- 
--- 


2 


AS 


- 


} 


- 


பம் -7 
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. 


3 
S- ன் ஆயத்தொலைகள் 2 

5 
உயிர்க்கோட்டின் சமன் பாடு x + 2 


= 0 . 


பயிற்சிகள் 12 

ஒரு , பரவளையத்தினைக் குறிக்குமென 
நிறுவுக . அதன் நேரகலம் , உயிர்ப்புள்ளியின் ஆயத்தொலைகளைக் 
காண்க . 


/ 1 . y: 


2. y = ax2 + 2bx + c ஒரு பரவளையத்தினைக் குறிக்குமென 
நிறுவுக . அதன் நேரகலம் , உயிர்ப்புள்ளி , முனை , 
கோட்டினைக் காண்க : 

3. கீழ்க்கண்ட பரவளையங்களின் முனை , உயிர்ப்புள்ளி, 
உயிர்க்கோட்டினைக் காண்க : 

( 1 ) 4y x2 2x 11 
( 2 ) y 8x +9 
( 3 ) y2 + 4x -- 

2y + 3 = 0 
( 4) x2 + 2y 
( 5 ) x2 4x - 5y - 1 = 0 
( 6 ) ( x - 1 ) 3 + ( y - 2 ) 2 = 1 ( x + y -- 1 ) 2 . 


- 


- 


- 


- 


8. y = 4ax 

பரவளையத்தில் ( x1,31 ) இடத்துத் தொடு 
வரைச் சமன்பாடு . 

P ( 31 , 1 ) என்றும் அதற்கு மிக நெருங்கிய புள்ளி Q 
( x2 , y2 ) என்றும் கொள்க . 
PQ- ன் சமன்பாடு y = 1 

12-1 

( x -- x1 ) . ( 1 ) 


- 
- 


வே 


- 


31 


.. 


( 2 ) 
( 3 ) 


... 


.. 


( x1 , y1 ) , ( 32 , y ) பரவளையத்தில் இருப்பதால் 

y13 4ax | 

12 = 4ax2 
( 3 ) - ஐ ( 2 )-லிருந்து கழித்தால் 
y - y2 

4a(x , X9 ) 

y 
( அ - து ) 

4a 

Yu + Y2 
இம் மதிப்பை ( 1 ) ல் ஈடாக்கின் PQ- ன் சமன்பாடு 

4a 
yy. 

( x - x ) 
Yi + y2 


y2 


* 


- 


-- 
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* 


-- 


Q , P யோடு நெருங்கி இறுதியில் அதனோடு ஒன்றுபடுவதால் 
1 , 12 

y2 = y ] எனக் கொள்ள , 
P இடத்துத் தொடுவரை கிடைக்கும் . 

4a 
அதன் சமன்பாடு y -- } 1 = ( x - x ) 


2y1 


------- 


( அ - து ) y1 ( y - y1 ) = 2a ( x- x y ) 
( அ - து ) yy : - y : = 2ax -- 2ar . 
( அ - து ) yy1 = 2ax + y 2 - 2axy 

= 2ax + Aaxy - 2ax ) , { ( 2 ) ஆல் } 

2a ( + ) 


- 
- 


P இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 

yy : = 2a ( x + x , ) 


கிளைத்தேற்றம் 

( 0 , 0 ) இடத்துத் தொடுவரை 

0 = 2a ( x + 0 ) 
( அ -து ) x = 0 . 
( அ - து ) y ஆயம் . 


91 , 

9.y = mx + C கோடும் = 4a3 பரவளையமும் வெட்டும் 
புள்ளிகள் . 

வெட்டும் . புள்ளிகளுள் ஒன்று P எனக் கொள் வோம் . 
கோடும் பரவளை யமும் P வழிச் செல்வதால் P- ன் ஆயத் . 
தொலைகள் , கோடு , பரவளையத்துச் சமன்பாடுகளில் பொருந்த 
வேண்டும் . ஆகவே , இவ்விரு சமன் பாடுகளை விடுவித்தால் 
வரும் தீர்வுகள் வெட்டும் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகளாகும் . 


- 


4ax 


ஈடாக்கின் 


சமன்பாட்டில் 1 - க்கு 


mx + -ஐ y2 
( mx + C ) 2 4ax 


- 


( அ - து ) max2 + 2 (mc 


- 


2a ) x + c2 = 0 


இது x- ல் இருபடிச் சமன்பாடு ஆதலின் இதற்கு இரு . 
தீர்வுகள் உண்டு . அவற்றை x , x ) எனக் கொள்க . x1 , x2- ஐ 
நிலையான மதிப்புகள் Mx + c , mx2 + C . 
ஆகவே , வெட்டும் புள்ளிகள் ( x ,, mx : + c ) , ( x2 , mx , + c ) . 


- 
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10. y = 


= mx + c கோடு y2 = 4ax பரவளையத்தைத் தொடு 
வதற்குரிய கட்டுப்பாடு . 
m2x2 + 2 ( mc - 2a ) x + c = 0 

( 1 ) 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் கோடும் பரவளையமும் வெட்டும் புள்ளி 
களின் x ஆயத்தொலைகள் என்று முற்பகுதியில் கண்டோம் 

பரவளையத்தினை y = mx + c தொடவே வெட்டும் இரு 
புள்ளிகளும் ஒன்றுபடும் . அந் நிலையில் அவற்றின் ஆயத்தொலை 
கள் சமமாகும் . 
எனவே , ( 1 ) சமன்பாட்டின் தீர்வுகளும் சமமாம் . 

4 ( mc - 2a ) : = 4cam2 
( அ - து ) 4c2m ? 

i6mca + 16a2 = 4cam2 


C 


4ax 


சமன்பாடு 


பரவளையத்தின் தொடுவரைச் 
y = mx + ஆகும் . 


a 


m 


- 


11. y = mx + c , y : 4ax- ஐத் தொட்டால் தொடுகுத்தின் 
ஆயத்தொலைகளைக் காணல் . 
y == mx + c பரவளையத்தினை P { x , , y ) -ல் தொடும் எனக் 
கொள்வோம் . 

PT- ன் சமன் பாடு yy | = 2a ( x + x ) . 
2ax - yy , + 2ax , 0 
mx - y + c = 0 
இவை ஒரே கோட்டின் சமன்பாடுகள் . 
2a 

2as 


-- 


1 


- 


1 


C 


2a 


( அ - து ) y 


- 


-- 


. 


* 


mn 


4ax / 


[ x ] , y ) பரவளையத்தில் இருப்பதால் y 2 a 

4a1 
ஆகவே , 


C 


- 
- 


4a . 


m 


a 


C 


- 


m 


2a 


P- ன் ஆயத்தொலைகள் 


m 
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12. ஒரு புள்ளியிலிருந்து பரவளையத்திற்கு இரு தொடு 
வரைகள் உண்டு என நிறுவுக . 

பரவளையத்தின் சமன்பாடு ya 4ax , புள்ளி ( x1 , y1 ) 
எனக் கொள்க . 

y2 = 4ax-ன் தொடுவரையின் சமன்பாடு 


y = max + 


எனக் கண்டோம் . 


a 


இது ( x1 , y1 ) வழிச் சென்றால் y1 = Yx1 + 


( 1 ) 


M 


[ 3 ] , y 1 ) வழிச் செல்லும் தொடுவரைகளின் m கள் இச் சமன் 
பாட்டால் கிடைக்கும் . ( 1 ) சமன்பாட்டை 22x1 - my1 + a = 0 ( 2 ) 
என்று எழுதலாம் . இது இருபடிச் சமன்பாடு ஆகையால் m- க்கு 
இரு மதிப்புகள் வரும் . ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் நேர் நிலையாக 
ஒரு தொடுவரை உண்டு . ஆகவே ( x1 , y1 ) வழி இரு தொடு 
வரைகள் உண்டு. 


13. 0 ( x1 , y1 )-லிருந்து 

y2 4ax - க்கு வரையும் தொடு 
வரைகளின் சமன்பாடு . 
( x1 , y1 ) வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு . 

y - y1 

= 1 என்று கொள்வோம் . 
COS 0 sino 


- 


31 


- 


இக் கோடு பரவளையத்தை P , Q புள்ளிகளில் வெட்டினால் 
OP , OQ நீளங்களைப் பின்வரும் சமன்பாட்டால் கணக் 
கிடலாம் . ( y1 + r sing ) 2 4a ( x + cosa ) . 
( அ - து ) sin28.72 + 2 ( y1 sinar 

2a cos8 )) 
+ y12 - 4ax ) 0 

( 1 ) 


இந்தக் கோடு பரவளையத்தைத் தொட்டால் P , Q புள்ளிகள் 
ஒன்றுபடும் . அந் நிலையில் OP , 0Q நீளங்கள் சமமாகும் . 

( 1 ) சமன்பாட்டுக்கு இரு சமத் தீர்வுகள் உண்டு . 
( y1 sing 

- 2a cos8 ) 2 sin28 ( y12 - 4ax ] ) ( 2 ) 


இச் சமன்பாட்டினால் ( x1 , y1 ) - லிருந்து பரவளையத்துக்கு 
வரையும் தொடுவரைகளின் போக்கினைக் காணலாம் . 


- 


* 1 


y 


கடி 


coss , sins- க்குப் பதில் நிரலே 


y1 

-ஐ ( 2 ) -ல் 
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ஈடாக்கின் , P- லிருந்து பரவளையத்துக்கு வரையும் தொடு 
வரைகளின் சமன்பாடு கிடைக்கும் . 

தொடுவரைகளின் 
சமன்பாடு 





- 


{ y1 ( y - y ) - 2a ( x - x ] ) } 2 ( y - yy ) 2 ( y12 - 4axy ) 
( அ - து ) { yy1 2ax -- y12 + 2ax1 } 2 = ( y2 +912 - 2yy1 ) 

( y12 - 4ax1 ) 
{ yy1 - 2as 2ax - ( y12 - 4ax ) } 2 = { y - 4ax + y * 
4ax ] 2 ( yy1 

2a x + x1 ) } 2 ( y12 4ax1 ) . 


= y1 


2 


4ax | 


இங்கு , T = yy1 2a ( x + x1) , 

S = y ? - 4ax , SI 
என்று கொண்டால் , தொடுவரைகளின் சமன்பாடு 

( T - S ] ) 2 = ( S + S1 -- 2T ) S1 , 
( அ - து ) T2 SSI . 


மாதிரி 3 : 

உயிர்க்கோட்டிலிருக்கும் புள்ளிகளிலிருந்து பரவளையத் 
துக்கு வரையும் தொடுவரைகளின் இடைப்பட்ட கோணம்: 
90 ° என நிறுவுக . 

உயிர்க்கோட்டின் சமன்பாடு x + a r 0 . 


T2 


உயிர்க்கோட்டிலிருக்கும் புள்ளி ஒன்றின் ஆயத்தொலை 
களை ( --a , k ) எனக் கொள்ளலாம் . ( -a , k ) - லிருந்து பரவளையத் 
துக்கு வரையும் தொடுவரைகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 

SST : 
( அ - து ) ( y3 - 4ax ) ( kc2 + 4a2 ) { yk – 2a ( x – 2 ) } $ 
( அ - து ) y ? ( k2 + 4a2 k2 ) + x3 ( - 4a2 ) + 

0 . 
( அ - து ) 4a2 y2 4a2 x2 + 

0 . 
2 - ன் கெழு + x2- ன் கெழு 


= 


இக் கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் செங்கோண 


மாகும் . 


14. பரவளையத்துப் புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் y2 4ax 
சமன்பாட்டில் t- ன் அனைத்து மதிப்புக்கும் x = 

a at2 , y = 2at 
பொருந்தும் . 

ஆகவே , பரவளையத்துப் புள்ளியின் ஆயத் 
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தொலைகளை ஒரே மாறு ராசியான ( variable ) t- ஆல் குறிப்பிட 
இயலும் . ( at2 , 2at ) புள்ளியை t எனல் மரபு . 


t 


A 


to 


t + 


படம் -72 


பரவளையத்தின் முனை t = 0 


ஒரு புள்ளி பரவளையத்தின் மேற்பகுதியில் இருப்பின் t மிகை 
பாகவும் , கீழ்ப்பகுதியில் இருப்பின் t குறையாகவும் இருக்கும் . 


y2 


- 


15. இடத்துத் தொடுவரை : 

4ax- ன் ( x1 , y1 ) இடத்துத் தொடுவரை 

yyl 2a ( x + ( x ) எனக் கண்டோம் . 
இங்கு , X1 = at2 , y = 2at எனக் கொண்டால் இடத்துத் 
தொடுவரையின் சமன்பாடு வரும் . 

‘ t இடத்துத் தொடுவரை 

y . 2at = 2a ( x + ata ) 
( அ - து ) y = x + ats 

1 
t இடத்துத் தொடுவரையின் சாய்வு வீதம் 

t 


t = தொடுவரை ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணத்தின் 
எதிரிருக்கை யாகும் ( Cotangent ) . 
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16. • t } , 12 இடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி . 
11 , • t2 இடத்துத் தொடுவரைகளின் சமன்பாடுகள் 
நிரலே ytm 

yty = x + atl2 

yt , = x + at22 ஆகும் . 
இச் சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் 

X = atit2 , y = a [ t ] + 12 ) 
ஃ வெட்டும் புள்ளி { at t2 , a [ t ] + 12 ) } 


17. t1 , t2 புள்ளிகளை இணைக்கும் நாண் . 
( at12 , 2at ] ) , ( at , 2 , 2ate ) புள்ளிகளை இணைக்குங்கோடு 


- 


y- 2at ) 


at 2 


- 


- 


2ati 2at2 

at12 - at22 
y 2ati 

x - at12 
( அ - து ) 
20 (1 ) 

( 11 + 19 ) ( i > 
( 11-12 ) சினையை ( Factor ) அகற்றினால் கோட்டின் சமன்பாடு 
- 2at ) 

- at12 
2 

t ] +12 
( அ - து ) ( y - 2at1 ) ( t1 + 12 ) = 2 ( x - at12 ) 

( அ - து ) y (t1 +12 ) = 2x + 2at 12 
• t ] t2 புள்ளிகள் • t புள்ளியிடத்து ஒன்றுபட்டால் இந் நாண் 
" 1 இடத்துத் தொடுவரையாகும் . ஆகவே , இச் சமன்பாட்டில் 
11 ,t2- க்குப் பதில் 1 - ஐ ஈடாக்கினால் இடத்துக் தொடுவரையின் 
சமன்பாடு . 

y = x + at2 . 
18. இடத்துச் செங்கோடு . 
" 1 இடத்துச் செங்கோடு ( at2 , 2at ) வழி t இடத்துத் 
தொடுவரைக்கு நேர்குத்தாகும் . 

1 
இடத்துத் தொடுவரையின் சாய்வு வீதம் 


- 


t 


. 


இடத்துச் செங்கோட்டின் சாய்வு வீதம் 
செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

= -1 ( x -- at2 ) 
( அ - து ) y + tx 2at + a13 


y - 2at 


- 


9 


19. , இடத்துச் செங்கோடுகள் வெட்டு புள்ளி . 
12 இடத்துச் செங்கோடுகளின் சமன்பாடுகள் நிரலே 
y + 011 2aty to atı . 

3 
y + xt2 2atz + at23 ஆகும் . 


- 


- 


- 
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X 


இச் சமன்பாடுகளை விடுவிப்பின் 

23 +2 + 12 + 122 ) , y all1 [ t ] + 12 ) 
... செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 

{ 2a + a ( 112 + 11t2 +.1,2 ) , - at ] t2 [ t ] + t2 ) } . 


20. பரவளையத்தின் சில பண்புகள் : 

V 


IN 


A 


5 


* 


படம் -73 


ப் படத்தில் பரவளையத்தின் சமன்பாடு 

y2 = 4ax எனக் கொள்வோம் 
Ax , Ay x , y ஆயங்களாகும் . 
பரவளையத்தின் முனை A , முனையிடத்துத் தொடுவரை Ay , 
உயிர்ப்புள்ளி S ( a , 0 ) , உயிர்க்கோடு KK ! 

x + a = 0 ஆகும் . 
PR = SP ( வரையறை ) 
பரவளையத்து P- ன் ஆயத்தொலைகள் ( at2 , 2at ) . 
1. TA = AN .. 

P இடத்துத் தொடுவரை yt == x + at2 . 
T இடத்து ) 0 , 

at2 
, TA = AN . 
ஆகவே , P- ன் அடித்தொடுவரையை (Sub - tangent ) A சமமாகப் 
பிரிக்கும் . 
2. ST 

ST = SP 
ST = SA + AT 
= a + at2 

a ( 1 + 12 ) 


AT = 


- 
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at2 . 


SP = / ( at2 - a) 2 + (2at ) 2 

a ( 1 + 2 ) 
: . ST - SP .. 
3. TP- க்கு SV நேர்குத்தாகும் . 
இக் கோடு x = 0 கோட்டினை வெட்டும் இடத்து yt 

( அ - து ) y = at . 
ஃ V- ன் ஆயத்தொலைகள் ( 0 , at ) 

y at 

0 
SV- ன் சமன்பாடு 

0 

0 
( அ - து ) y xt + at . 
ஃ SV- ன் சாய்வு வீதம் t . 


-- 


1 


TP- ன் சாய்வு வீதம் 


-- 


ஃ இவ்விரு கோடுகளின் சாய்வு வீதப் பெருக்கத் தொகை 


t 


( 4 ) 


1 


-- 


ஃ TP- யும் SV- யும் தம்முள் நேர்குத்தான கோடுகளாகும் . 
ஆகவே , S- லிருந்து பரவளையத்தின் தொடுவரைக்கு நேர்குத்துக் 
கோடு வரையின் , அதன் அடி முனையிடத்துத் தொடுவரையில் 
இருக்கும் . 

ஒரு முக்கோணத்தின் பக்கங்கள் பரவளையத்தைத் 
தொட்டால் அதன் சுற்றுவட்டம் உயிர்ப்புள்ளி வழிச் செல்லும் . 


4. ஒரு 


. 


Q 


S 


P 


படம் -74 
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S- லிருந்து தொடுவரைகளுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் 
அடிகள் முனையிடத்துத் தொடுவரையில் இருக்கும் . 

S- லிருந்து PQ , QR , RP- க்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடு 
களின் அடிகள் ஒரே கோட்டில் இருத்தலின் PQR- ன் சுற்று 
வட்டம் S வழிச் செல்லும் செவ்வடிக் கோட்டுத் தோற்றத்தின் 
தலைமாற்று (Converse of Pedal Line Theorem ) . 
5. SPT = QPw . 

SP = ST என்று நிறுவினோம் . 

SPT = stP QPw . 


6. PSA = 900 


H- ன் ஆயத்தொலைகள் 


{{ -a , - )} 


a 


- 


S- ன் ஆயத் தொலைகள் ( a , 0 ) 

a ( t2 - 1 ) 
: HS- ன் சாய்வு வீதம் m , 

1G a ) 
1 - 12 

2t 
P- ன் ஆயத் தொலைகள் ( at ) , 2at ) 

2at 

2t 
SP- ன் சாய்வு வீதம் m2 = 

t2 1 
1 t2 2t 
m.m2 = 

2t t ? -1 

1 
: PSH = 90 . 


at2 


1 


- 


- 


7. SV2 = AS.SP 

PSV , SVA முக்கோணங்களில் 
SVP = vAS ( ஒவ்வொரு கோணமும் 911 ) 
SPV = Avs (SPV = STP = 90 ° -- AVT = AVS ) 
: PSV , SVA வடிவொத்த முக்கோணங்களாகும் . 

* SV2 = AS . SP . 
8. அடிச்செங்கோடு ( Sub - normal ) மாறாத்தன்மையது . 

PG - 60 FLOOT UITG y + tx = 2at + at 8 . 
ஃ . G- ன் ஆயத்தொலைகள் ( 2a + ata , 0 ) 
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- 


ara 


3 


3 


- 


- 


அடிச்செங்கோடு NG AG - AN 

= 2a + at 

2a 

பாதி நேரகலம் 
9. SG SP 
SG AG - AS 

= 2a + at2 - a = a ( 1 +1 ) 
SP a ( 1 + t ) ( பண்பு 2 ) 

SG = SP . 
10. தம்முள் நேர்குத்தான தொடுவரைகள் உயிர்க்கோட்டில் 
வெட்டும் . 

1 , t , இடத்துத் தொடுவரைகள் 
yt . 

= x + at 2 
yt2 = x + at22 

1 1 
இவை தம்முள் நேர்குத்தாக இருப்பின் 

t t2 
( அ - து ) t , t2 1 
தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி { at 12 , ஏ ( tr + ta ) } 

( அ - து ) { - a , a ( t , + ta ) } . 
இப் புள்ளி x + a = 0 ( அ - து ) உயிர்க்கோட்டில் 
இருக்கும் . 

11 . உயிர் நாண் ( Focal Chord ) நுனிகளிடத்துத் தொடுவரை 
கள் உயிர்க்கோட்டில் வெட்டும் . 


-- 


. 


S 


( E 


படம் -75 


- 


கூம்பு வெட்டிகள் 


161 


உயிர் நாண் PSQ என்க . P , Q புள்ளிகளை 11 , 12 " 
எனக் கொண்டால் , PQ- ன் சமன்பாடு 

1 ( 2 , +12 ) = 2x + 2ati te . 
S , PQ- ல் இருப்பதால் 

0 2a + 2a1 , 12 

1 
P , Q இடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி 

{ at , t2 . a ( t , + t2 ) } . 
( அ - து ) { - a , a ( 1 , + 12 ) } 

a 
வெட்டும் புள்ளி உயிர்க்கோட்டில் உள்ளது . 
12. பரவளையத்தின் மூன்று தொடுவரைகளால் அமைந்த 
முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் 

உயிர்க்கோட்டில் 
ருக்கும் ( Striner s theorem ) . 

புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகளால் 
அமைந்த முக்கோணம் DEF எனக் கொள்க . 


. 


- 


12 


. 


- 


a 


* 


படம் -76 
D- ன் ஆயத்தொலைகள் 

{ at 12 , a { 1 , +12 ) } 
EF- ன் சமன்பாடு yrs = x + at , 2 

1 
EF- ன் n = 

13) 
11 


- 


சை 
. 


* 
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ப 


- 
- 


- 


DE- க்கு 


D- லிருந்து EF- க்கு 

வரையும் DH நேர்குத்துக் 
கோட்டின் • m = --- 8 
DH- ன் சமன்பாடு 

13 ( x - al , ta ) 
( 1 2 

... ( 1 ) 
இம் மாதிரியே F- லிருந்து 

வரையும் நேர் 
குத்துக்கோட்டின் சமன்பாடு 
y + tax = a ( ty + ty ) + atitats 

...( 2 ) 
( 1 ) , ( 2 ) கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி செங்கோட்டு மைய 
மாகும் . 

( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் , 
x = -- a , y == a { 1 , + te + ts ) + attity . 
செங்கோட்டு மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் 

[ -a, a ( t , + t2 + 1g ) + at tatg ] 
ஆகவே , செங்கோட்டு 

மையம் 

கோட்டில், 
அஃதாவது உயிர்க்கோட்டில் இருக்கும் . 


- 
-- 


மாதிரி 4 

S வழிச் செல்லும் நாண் P இடத்துத் தொடுவரைக்கு . 
ஒருபோகாக இருப்பின் நாணின் நீளம் 4 SP என நிறுவுக , 

P புள்ளி " t எனவும் P 
இடத்துத் தொடுவரைக்கு ஒரு 
போகான வழி நாண் QR எனவும் , 
Q , R புள்ளிகள் , 12 எனவும் 
கொள்க , 
QR- ன் சமன்பாடு 

y ( t1 + t2 ) == 2x + latitz 
QR , S வழிச் செல்வதால் 

20 + 2at 12 
( அ -து ) 11ts = ப ... ( 1 ) 
P இடத்துத் தொடுவரை 

yt + at2 
இக்கோடு QR- க்கு ஒருபோகு 
ஆகையால் 
2 

படம் 77 
t 


S 


- 


-- 


- 
-- 


- 
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* 


-க 


--- 


--- 


SP ( a - at ) * + ( 2at ) 3 

a ( 1 +1 ) " 
QR2 ( ar 2 -- ate2 ) 2 + ( 2at , - 2a12 ) 2 

a ? ( t , - 2 ) " ( 11 + 12 ) + 43 ? ( t , - , ) 

a ? ( t - 19 ) " { ( 1 , + ta ) " + 4 } 
= a { 1 , + 2 ) - 41 13 } { { { 1 + 2 ) 2 + 4 } 
( 2 -லிருந்து 11 + t2 21 , ( 1 )-லிருந்து t t2 1 . 
மதிப்புகளை QR2-ல் ஈடாக்கின் 

QR ? aa { 412 + 4 } { 4x2 + 4 } 

16a ? ( t3 + 1 ) 2 

16SP2 
QR 4 SP . 


-- 


+ 


ம் 


- 


- 


- 


- 


மாதிரி 5 

உயிர்க்கோட்டில் d நீளம் வெட்டும் தொடுவரைகளின் 
வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரை ( ya - 4ax ) ( x + a ) 2 : 
என நிறுவுக . 


பா 


e . 


கம் 


K 


-- 


--- 


அத்தகைய தொடுவரைகள் PB . PC 

எனவும் , B.C 
புள்ளிகள் * t , , 12 , P புள்ளி ( x + y ) எனவும் கொள்க . 
at t2 

( 1 ) 
a (t , + ta ) 
PB- ன் சமன்பாடு yty = x + aty ? 


க 


M 


- 
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* 2-3 ஆயத்தொலைகள் { -a , " - )} 
இவ்வாறே R- ன் ஆயத்தொலைகள் {-6, , }} 


si = a ( 1,2 - 1 ) _ a ( 1,2 


12 


( அ - து ) dit = a (t t2 -1 ; - 11 +11 ) 
= a (t - 12 } ( 1 + 1 12 ) . 

( 3 ) 
( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 11 , 12 - ஐ அகற்றுக . 

= a3 ( 11 - 123 ( 1 +11 12 ) 2 . 

da x ; " 
( அ - து ) 

a { [ t ] + 1,2 - 4t tz } ( 1 + tta ) ? 


- 


- 


{ - 4 } { 1 + * } 


( அ - து ) d ? x 3 = ( y12 - 4axy ) ( x + a ) 2 . 

( x1sy1 ) - ன் இயங்குவரை d x ( y2 - 4ax ) ( x + a ) 2 . 


மாதிரி 6 

y ? = 4ax பரவளையத்திற்கு ஒரு புள்ளியிலி நந்து வரையும் 
தொடுவரைகளின் இடைப்பட்ட கோணம் மாறாத் 
தன்மையதான 

எனின் , புள்ளியின் இயங்குவரை 
ஓ 4ax = tan2 a . ( c + a ) என நிறுவுக , 


முதல் முறை 

ஆயத்தொலைகள் ( x . ) எனக் கொள்க . 
= 4ax பரவளையத்தின் தொடுவரையின் சமன் பாடு 


புள்ளியின் 


a 


y = mt + 


எனக் கண் டோம் . 


இக்கோடு ( x1 , y1 ) வழிச் சென்றால் 


y = mx ] + 


11 




-- . ( 1 ) 
{ x1 > y1 ) - லிருந்து வரையும் தொடுவரைகளின் ‘ m களை ( 1 ) சமன் 
பாட்டாற் காணலாம் . 


கூம்பு வெட்டிகள் 
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y 


- 


-- 


அவை 11 , 111 , எனின் , my + my = 


mili2 


* 


. 


தொடுவரைகளின் இடைப்பட்ட கோணம் 4 ஆகையால் 


tan a 


quering both sides . 


tan2 a 


- 


#711 N 1-2 
( 1 + my m2 ) 
(m | - nt , ) * 
( 1 + mihlar 
( m1 + m2 ) 

( 1 + m mla 


2 


4m | m13 


- 


= 


2 


( 


1+ 

81 


1 


4ax ) 


( x + a , 


கா 


4axy 


- 


( அ - து ) y12 

tan2 a [ x ] + a ) , 
( x ) , yr ) புள்ளியின் இயங்கு வரை 
y : - 4a.s 

rana ( 1 ) 


- 


இரண்டாவது முறை 


புள்ளியின் ஆ யுத் தொலைகள் ( xy , y1 ) எனவும் ( x ) , y :) 
லிருந்து வரையும் தொடுவரைகள் பரவளையத்தை ,- 12 - ல் 
தொடுமெனவும் கொள்க . 


- 
- 


4 . 


( 1 ) 
( 2 ) 


- * .... 


9 


atty 

y1 = a [ l ] + 1 , ) 
இடத்துத் தொருவரை = x + at 3 

y2 = x + at , 
இத்தொடு வரைகள் இடைப்பட்ட கோணம் . 


1 


1 
t 1 


tan a 


( 3 ) 


*பர் 


1 


1+ 


வா 
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( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) சமன் பாடுகளிலிருந்து 11 , 12 - ஐ அகற்றுக . 


( 13 


12 


tana 


- 
- 


( 1 + 111 ) 
( t + 1 ) - 41tg 

( 1 + tita ) 2 


4x / 


Y12 
a 


- 


+ 3 ) 


) 


( அ - து ) ( x + d ) tan " a = 


- 


y2 


4axy 


( x1 , )-ன் இயங்குவரை 

y ? 4ax. 


கா 


3 = 90 ° எனின் ( x + a ) = cot2 90 ° ( y ? - 4ax ) = 0 . 


( அ - து ) 


- 
ப 


மாதிரி 7 


y 


4ax பரவளையத்தில் தம்முள் நேர்குத்தான செங்கோடு 
கள் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரைச் சமன்பாடு என்ன ? 


அத்தகைய செங்கோடுகளின் அடிகள் y , t2 , எனவும் 
அவை வெட்டும் புள்ளி 1 11 எனவும் கொள்க . 


* ty , " 2 " இடத்துச் செங்கோடுகள் 

y + 2alı + atas 
y + xt2 2at + al23 


- 


F 


இவை வெட்டும் புள்ளி 


{ 2a + a ft + tits + t2 ) , -ant2 [ t ] +19 ) } 

2a + a ( 12 + 12 + 12 ) 
11 al112 ( 11 + ts ) 


4 


- 


E 


- 


( 2) 


செங்கோடுகள் தம்முள் நேர்குத்தாகையால் 

( -11 ) ( -- ta = 1 
( அ- து ) tt = 

1 


- 


- 


* 4 . 
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- 


( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 11 , 12 - ஐ அகற்றுக . 

2a + a ( t12 1 + 2 ) 
= a [ 1 +123 ) +6 . 

y ] ( 1 + 2 ) 
* * * * * ( t ] + t2 : 3 - 2tata 

( 1 + 2 +2 


- 


- 


-- 


1 2 


( அ - து ) 


+2 


a ( 1 


( அ - து ) a ( xy 

1 + 202 
( அ - து ) } 12 - 1 ( x - 3a ) 

( 3 , y ) - ன் இயங்குவரை 
y2 = a ( x - 3a ) . 


. 


மாதிரி 8 

ஒரு பரவளையத்தின் PQ நாண் நிலைத்த போக்குடைய 
தாயின் P , Q இடத்துச் செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் 
இயங்குவரை பரவளையத்தின் செங்கோடாகும் 
நிறுவுக . 


- 


se 


பக 


... 


y1 


P , Q புள்ளிகள் ty , ty என்றும் , ஆங்கு செங்கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளி ( x ) , y1 ) எனவும் கொள் வோம் . 
2a + a [ 112 + tit2 + 132 ) 

( 1 ) 
- atit , { t : +13 ) . 

( 3 ) 
PQ-ன் சமன்பாடு 

y [ t ] + ta ) = 2x + 2 atity . 
PQ-ன் போக்கு நிலைத்ததாகையால் 


2 


--- 


நிலையெண் 


இந் நிலையெண்ணை K எனக்கொண்டால் 
2 

K 


( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 11 , 12 - ஐ அகற்றுக . 

= 2a + a { 1 } + 12 ) - 1 t2 } 


1 


--- 


2a + a 


{( k ) - t } 
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a ! ite = 2a + K2 


31 


- 
- 


at 12 ( +1 ) 


20 


K2 + x 


| 


2 
K 


-- 


( ) 
( அது ) 3 , + ( - 2 ) +1 = 22 ( -2 ) + (-2 ) . 

y+ (-k ):- = (- %) + (- 2) 


... ( xy , y1 ) - ன் இயங்குவரை 


V + Tx 


2 
இங்கு க்குப் பதில் T- ஐ ஈடாக்கின் 

K 

- 2a T + aT3 என்று வரும் . இக்கோடு ( aT2 , 2a T ) 
இடத்துப் பரவளையத்தின் செங்கோடாகும் . 

( x1 , 1 )-ன் இயங்குவரை பரவளையத்தின் ஒரு செங் 
கோடாகும் . 


/ 


, 


மாதிரி 9 

பரவளையத்தின் முனையிடத்துச் செங்கோணம் பிறப்பிக்கும் 
நாண்களின் நடுப்புள்ளிகள் இயங்குவரையினைக் காண்க . இந் 
நாண்களனைத்தும் பரவளையத்தின் ஆயத்தில் ஒரு நிலைப் புள்ளி 
வழிச் செல்லுமென நிறுவுக . 


முனையிடத்துச் செங்கோணம் பிறப் 
பிக்கும் நாண்களில் ஒன்று PQ என்றும் , 
P , புள்ளிகள் , , , என்றும் கொள்க . 
PQ- ன் நடுப்புள்ளி -T ( x1 , y1 ) எனக் 
கொள் வோம் . 


( 


படம் 79 


31 


( 1 ) 


--- 


atl2 + at , 

2 
2a , + 27 


1 


+ 21 , 


--- 
- 


= a [ t + 2 ) 


( 2 ) 


-- 
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2 


2 


SIA 


AP- ன் சாய்வு வீதம் 


A- ன் 


சாய்வு வீதம் 


1 


2 


4 


PAQ = 90 ° ஃ 


--பயா 


CULOARE 
- 


1 . 


ܕܐ 
ܕܐ 


... ( 3 ) 


- 


( அ - து ) 1112 
( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) சமன் பாடுகளில் t ) , 


t2 . ஐ அகற்றுக . 


231 


t12 + 122 


y1 


11 + 


2tyle = [ t ] + 12 ) 2 


- ( t ; + - tº ) 


11 


8 


- 
- 


-) 


- 


வ 


11 


8a2 


2.xya 
= 2a { x | --- a ) 


( 71 , y- ன் இயங்குவரை 

y = 2a ( x -- 4a ) 
இது ( 4a , 0 ) -ஐ உயிர் புள்ளியாகவும் , 2a- ஐ நேரகலமாகவும் 
கொண்ட ஒரு பரவளையமாகும் . PQ- ன் சமன்பாடு ( 1 + 1 ) 
= 2x + 2atly ; 1112 

PQ- ன் சமன் பாடு 
( 11 +19 ) 2x 80 . 
இக் கோடு ( 4a , 0 ) புள்ளிவழிச் செல்லும் . 


- 


- 


பயிற்சிகள் 13 
1. y2 = 4x பரவளையத்தில் ( 1 , - 2 ) இடத்துத் தொடு 
வரை ( - 2 , 1 ) புள்ளிவழச் செல்லுமென நிறுவுக . ( -- 2 , 1 ) 
லிருந்து பரவளையத்துக்கு வரையும் ஏனைய தொடுவரையின் 
சமன் பாட்டினைக் காண்க . 


2 . 

ஒரு பரவளையத்தில் , ஆயம் , தொடுகுத்து இவற்றின் 
இடைப்பட்ட தொடுவரைப் பகுதியை முனையிடத்துத் தொடு 
வரை இரு சமமாகப் பிரிக்குமென நிறுவுக . 


-- 


3.y 

4ax பரவளையத்தில் உயிர் நாண் ( Focal Chord ) 
ஒன்றின் நுனிகள் ( x1 , y1 ) ( x2 , 12 ) 

எனின் 

x1X , 
yiya 

4a என நிறுவுக . 


a s 


- 


- 
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நிரலே 


4.y 4ox பரவளையத்தில் 

60 , 45 30 " 
ஆயத்தோடு சாய்ந்திருக்கும் தொடு வரைகளின் தொடுகுத்து 
களுக்கு ஆயத் தொலைகள் யாவை ? வீதக் கோவைகளாக 
( Geometric progression ) இம் முப்புள்ளிகளின் ஆயத்தொலை 
களும் , 3 ஆயத்தொலைகளும் இருக்குமென நிறுவுக . 


5. நேரகல நீட்சியில் வெட்டிய இரு தொடுவரைகள் ஆயத் 
தோடு பிறப்பிக்கும் கோணங்கள் நிரப்புங் கோணங்களாகும் 
என நிறுவுக . 


6. பரவளையத்து மிகைப்பகுதியில் P , Q புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடுவரைகள் ஆயத்தோடு 30 , 60 பிறப்பித்தால் , ஆயமும் 
உயிர்க்கோடும் வெட்டும் புள்ளி வழி PQ செல்லுமென நிறுவுக . 


7. { 5 , 13 ) புள்ளியிலிருந்து y = 5x பரவளையத்துக்கு 
வரையும் தொடுவரைகளின் சமன்பாடு என்ன ? 


8. y 


TAM 
W 


mx + c 3 5 6 yº * 4a ( x + - a ) பரவளையத்தைத் 
தொடுதற்குரிய கட்டுப்பாடு என்ன ? 


401 


- 
- 


9. 3 = 4a ( x + a ) , ya 

( x + al ) 

பரவளையங் 
களுக்கு P- லிருந்து வரையும் தொடுவரைகள் தம்முள் நோகுத்தாக 
இருப்பின் , P- ன் இயங்குவரை ஒரு கோடென நிறுவுக . 


++ 


- 


10. ya 3x பரவளையத்தின் P , Q புள்ளிகளிடத்துச் 
செங்கோடுகள் ( 18 , 12 -ல் வெட்டின் P , Q புள்ளிகளைக் 
காண்க . 


- 


11. y : 

= 4ax பரவளையத்தின் ( x 1 , yl ) ( x3 , ya ) இடத்துச் 
செங்கோடுகள் ( g , y3 ) வழிச் சென்றால் 


y1 + ye 


y12 


4a 


832 


y12 + y1y2 + y22 
73 = 2a + 

23 
என நிறுவுக . 


- 


12. y2 4ax பரவளையத்தின் இரு புள்ளிகளிடத்துத் தொடு 
வரைகள் ( 31 , 3 ) புள்ளயில் வெட்டின் , அப் புள்ளிகளிடத்துச் 

y2 * ] 
செங்கோடுகள் 2a 

புள்ளியில் வெட்டு 


மென நிறுவுக . 
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13.y2 = 4ax பரவளையத்தின் 511 இடத்துச் செங்கோடு 
பரவளையத்தை ( at22 , 2ate ) புள்ளியில் மீண்டும் வெட்டின் 

2 
12 

என நிறுவுக . 


- 


14. y3 = 4ax பரவளையத்தின் P இடத்துச் செங்கோடு 
பரவளையத்தை மீண்டும் Q- ல் வெட்டுகிறது . P , PQ- ன் நடுப் 

இவற்றின் குத்தாயங்கள் நிரலே yl , y : எனின் 
y } s = 

4a2 என நிறுவுக 


புள்ளி 


4 


15. ya 

4ax பரவளையத்தின் நேரகல நுனியிடத்துச் 
செங்கோட்டு நாணின் நீளம் 8a / 2 என நிறுவுக . 


16. y : = 4ax பரவளையத்தின் 4a , x ஆயத்தொலையுடைய 
P இடத்துத் தொடுவரை ஆயத்தினை 

T லும் P இடத்துச் 
செங்கோடு மீண்டும் பரவளையத்தை Q- லும் வெட்டின் , PT : PQ 
4 : 5 என நிறுவுக . 


17. பரவளையத்துச் செங்கோடு ஆயத்தோடு கோணத்தைப் 
பிறப்பிப்பின் , அது பரவளையத்தை மீண்டும் வெட்டுங் கோணம் 
tan --1 { } tall p ) என நிறுவுக 


- 


18. y ? 4ax பரவளை யத்து P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 
வளை வரையை மீண்டும் ( -ல் வெட்டுகிறது . PQ- யும் Q இடத்துச் 
செங்கோடும் பரவளைய ஆயத்தோடு நிரலே சி , கோணங்களைப் 
பிறப்பிப்பின் tanatan p + tan +2 0 என நிறுவுக . 


19. ஒரு பரவளையத்தில் . R புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரை 
கள் P- ல் வெட்டின் PQ ? : PR2 SQ : SR என நிறுவு க . 


- 


20 . 

பரவளையத்தின் P , Q புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் 
T- ல் வெட்டுகின்றன . P , T. ( புள்ளிகளிலிருந்து பரவளையத் 
தொடுவரை ஒன்றுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் நீளங் 
கள் நிரலே PI , p2 , P3 எனின் P1Ps P. என நிறுவுக . 


- 


21. y ? == 4ax பரவளையத்து நாற்புள்ளிகளுள் இரண்டின் 
குத்தாயங்களின் கூட்டுத்தொகை ஏனை இரண்டின் குத்தாயங் 
களின் கூட்டுத்தொகையாக 

இருப்பின் , முதலிரு புள்ளிகளை 
இணைக்குங் கோடும் பின்னைய 

இரு புள்ளிகளை 

இணைக்குங் 
கோடும் ஒருபோ கானவை யென நிறுவுக . 
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22 . 

ஒரு பரவளையத்தில் S உயிர்ப்புள்ளி , X உயிர்க்கோடு 
ஆயத்தை வெட்டும் புள்ளி , PP ஓர் இரட்டைக் குத்தாயம் , PX 
வளைவரையை மீண்டும் Q- ல் வெட்டின் P Q , S வழிச் செல்லு . 
மென நிறுவுக . 


23. ஒரு 


பரவளையத்தில் வரையப்பட்ட நாற்சிறையின் 
மூன்று பக்கங்கள் ஆயத்தில் நிலைப்புள்ளிகள் வழிச் சென்றால் , 
அதன் எஞ்சிய பக்கமும் ஆயத்தில் ஒரு நிலைப்புள்ளி வழ்யேதான் 
செல்லுமென நிறுவுக . 


24. lx + my + n == 0 கோடு , y2 4ax பரவளையத்தை 
P , Q புள்ளிகளிலும் , P , Q புள்ளிகளை ! c , 0 ) -ஓடு இணைத்து. 
நீட்ட அவை 

மீண்டும் பரவளையத்தை R , S புள்ளிகளிலும் 
வெட்டின் RS ன் சமன்பாடு / x - mcy - ic : 0 என நிழவுக , 
PQ ஒரு நிலைப்புள்ளி வழிச் சென்றால் RS- ம் ஒரு நிலைப்புள்ளி 
வழிச் செல்லுமென நிறுவுக . 


-- 


-- 
--- 


25. y2 + 45x 0 பரவளையத் தொடுவரை ஒன்று y ? 4am 
பரவளையத்தை P , Q- ல் பெட்டின் , PQ ன் நடுப்புள்ளி யியங்கு 
வரை y ( 2a + b) , 4a2 x என நிறுவுக 


-NE 


26. உயிர்க்கோட்டிலிருந்து ya 4ar பரவளையம் வரையும் 
தொடுவரைகளின் நடுப்புள்ளிகள் இயங்குவரை y ( 2x + a ) 
= a ( 3x + ay என நிழவுக . 


- 


27. Tan altan 02 நிலையெண் என்றிருக்க இரு தொடு 
வரைகள் இயங்குமாயின் , தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளியின் 
இயங்குவரையினைக் காண்க . இங்கு 81 , 1 , தொடுவரைகள் 
ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணங்கள் . 


28. இரு தொடுவரைகள் ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணங் 
களின் கூட்டுத்தொகை மாறாததாயின் , அத் தொடு வரைகள் 
வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரை உயிர்ப்புள்ளி வழிச் செல்லும் 
ஒரு கோடென நிறுவுக 


29. P- லிருந்து y ? 4ax- க்கு வரையும் தொடு வரைகள் , 
முனையிடத்து தொடு வரை இவற்றால் அமைந்த முக்கோணத்தின் 
பரப்பு c2 எனின் , P- ன் இயங்குவரை x2 ( 12 * 4ax ) 

4cs 
என நிறுவுக . 
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30. தம்முள் 45 ° இடைப்பட்ட... கோண முடைய y2 = 4ax 
பரவளையத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு 
வரையினைக் காண்க . 


31. ஆயத்தோடு நிரப்புங் கோணங்கள் பிறப்பிக்கும் இரு 
தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரையைக் காண்க . 


32. y2 4ax பரவளையத்திலுள்ள இரு புள்ளிகளின் * 
ஆயத்தொலை + ளின் தகவு K : 1 என்றிருப்பின் , அப் புள்ளிக் 
வடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரை 
y2 ( K + K. 
+ K - 12ae 

2ax என நிறுவுக . 
33. 1x + my + n = 0 கோடு , y ? 4ax பரவளையத்தின் 
செங்கோடாதற்குரிய கட்டுப்பாடு என்ன ? 


- 


34 . பரவளையத்தின் P இடத்துச் செங்கோடு ஆயத்தினை 
G- யிலும் , முனையிடத்துத் தொடு வரையை G - யிலும் வெட்டு 
கிறது . AGQ நீள் சதுரத்தை வரையின் Q- ன் இயங்குவரை 
என்ன ? இங்கு A பரவளையத்தின் முனையாகும் . 


35 . 11 , t , புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் P- லும் , 
செங்கோடுகள் Q- லும் வெட்டு கின்றன . x • y = a கோட்டில் P 
இருந்தால் , Q- ன் இயங்குவரை ஒரு பரவளையம் என நிறுவு க . 


3 


நாண்கள் 


36. y 4ax- ன் 

உயிர்க்கோட்டடி வழிச் 
சென்றால் , அவற்றின் நுனிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் 
y2 = 4 ( x - a ) வளை வரையில் வெட்டுமென நிறுவுக , 


37. ஆயத்திற்கு ஒருபோகான கோட்டுப்புள்ளிகளிலிருந்து 
பரவளையத்துக்கு வரையும் தொடு வரைத் தொடுகுத்துகளிடத்துச் 
செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் 

வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு நிலைக் 
கோடென நிறுவுக . 


38. ஆயத்தோடு . கோணம் சாய்ந்திருக்கும் நாணின் 
நுனிகளிடம் துச் செங்கோடுகள் 1 + n - 1 ( 2 col, 8 } சாய்வுடைய 
செங்கோட்டில் வெட்டு மெ நிறுவுக . 


39 

உயிர்ப்புள்ளி வழி நாணின் நுனிகளான P , Q புள்ளி 
களிடத்துச் செங்கோடுகள் பரவளையத்தை மீண்டும் P1 , QI 
புள்ளிகளில் வெட்டின் P1 41 , PQ ஒரு போகாகும் எனவும் , 
P1QI 3PQ எனவும் நிறுவுக . 
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40. v2 = 4ax பரவளையத்தின் P புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு 
பரவளையத்தை மீண்டும் ( -லும் , P Q - ஐ விட்டமாகக் கொண்ட 
வட்டம் பரவளையத்தை R- லும் வெட்டின் QR- ன் நடுப்புள்ளி 
இயங்குவரை 2 ( y ? 4ax ) + 64a + = 

0 என நிறுவுக . 


Gun 


-க 


உ 


. 


41. y ? 

4ax , x2 -4ay பரவளையங்கள் வெட்டும் புள்ளி 
( 4a , 4a ) எனவும் , வெட்டுங்கோணம் lan - 1 எனவும் நிறுவுக . 
42 . $ 1 , 

புள்ளிகளிடத்துப் பரவளையத் 
தின் செங்கோடுகளால் அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்பு 

( 12 - 1g ) (1 - t ) ( 11-12 ) ( t1 + - 19 + tg ) 2 என நிறுவுக . 
2 


t2 


a2 


43. y2 = 4ax பரவளையத்தின் , 12 புள்ளிகளை 
இணைக்குங் கோடு உயிர்ப்புள்ளிவழிச் சென்றால் 11 12 + 1 = 0 என 
நிறுவுக . 

43 a . ஒரு பரவளையத்தின் உயிர்ப்புள்ளிவழி நாண் இரண் 
டினை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டங்களின் சமதொடுவரையாயம் 
பரவளையத்தின் முனை வழிச் செல்லுமென நிறுவுக . 


44. x2 + y = c ?, ye = 4ax இவற்றின் பொதுத் தொடுவரை 
பரவளையத்தின் ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் 8 

கோணத்தை 
sia 8 

a cos28 சமன்பாட்டால் காணலாம் என நிறுவுக . 


-- 


- 


H- 


45. y2 = 4ax பரவளையத் தொடுவரைகளுக்கு ஆதியிலிருந்து 
வரையும் நேர்குத்துக்கோட்டடிகளின் இயங்குவரை 
x ( x2 + y ) + aya 0 என நிறுவுக . 
46.y 

4ax பரவளையத்தில் P இடத்துத் தொடுவரை 
ஆயத்தை T- லும் T- லிருந்து TP- க்கு நேர்குத்தாக வரையும் 
கோடு P- ஐ முனையோடு இணைக்குங் கோட்டினை K- லும் 
வெட்டின் , K- ன் இயங்குவரை y3 ( 12 + 2x2 ) + 8ax3 

0 என 
நிறுவுக . 

47. y2 = 4ax பரவளையத்தின் A முனைவழி வரைந்த AP , AQ 
நாண்களை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டங்கள் R- ல் வெட்டு 
கின்றன . P , Q புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் , AR இவை 
ஆயத்தோடு நிரலே 81 , 82 , ¢ கோணங்களைப் பிறப்பிப்பின் 
cot 81 + cot +2 tan p = 0 என நிறுவுக . 


48. பரவளையத்தின் உயிர்ப்புள்ளி வழி நாணை விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டம் உயிர்க்கோட்டினைத் தொடும் என நிறுவுக . 
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21 பரவளையத்தின் மூன்று செங்கோடுகள் குறித்த புள்ளி 
வழிச்செல்லும் . குறித்த புள்ளியை ( h , k ) எனக் கொள்க . 
( at ) , 2at ) இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு y + tx = 2at rats . 
ச் செங்கோடு ( h , k ) புள்ளிவழிச் சென்றால் 

k + th = 2at + als 


( அ - து ) ats + ( 2a - h ) : - k = 0 

( 1 ) 
முப்படிச் சமன் பாடு ஆகையால் , இதற்கு மூன்று 
தீர்வுகள் உண்டு . அவை ஒவ்வொன் றிற்கும் எதிர் நிலையாக 
{ h , k ) வழி ஒரு செங்கோடு செல்லும் . ஆகவே , ( h , k ) வழி 
மூன்று செங்கோடுகள் செல்லும் . 


( 1 ) -ன் தீர்வுகள் t1 , 12 , 1 , எனக் கொண்டால் 11 , 12 , ty , 
இடத்துச் செங்கோடுகள் ( h , h ) வழிச் செல்லும் . 


( 1 ) சமன்பாட்டால் 12 + t2 +1 , 


- 


( 2 ) 


20 


--- 


* 


- 


titz + tats + tgtl 


( 3 ) 


k 


I ] tats 


(4) 


என்று வரும் . 


( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) தொடர்புகள் ஒரே புள்ளிவழிச் செல்லும் மூன்று 
செங்கோடுகளின் பண்புகளை ஆராய உதவும் . 


மாதிரி 10 


ஒரு பரவளையத்தின் மூன்று செங்கோடுகள் ஒரே புள்ளிவழிச் 
சென்றால் , அச் செங்கோட்டடிகளால் அமைந்த முக்கோணத்தின் 
நடுக்கோட்டு மையம் பரவளையத்து ஆயத்தில் இருக்கும் . 

‘ ty . t2 , ty இடத்துச் செங்கோடுகள் ( h , k ) புள்ளிவழிச் 
சென்றால் 
t1 + 2 + 1g 0 என்று முன்பகுதியில் நிறுவினோம் . 

2a ( t1 + 12 +18 ) 0 . 
‘ t1 , t2 , ty புள்ளிகளால் அமைந்த முக்கோணத்தின் 
நடுக்கோட்டு மையத்தின் 


- 


y ஆயத்தொலை = 


2ati + 2ate --- 2at , 

3 


தா 
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நடுகோட்டுமையம் X ஆயத்தில் , அஃதாவது பரவளையத் 
தின் ஆயத்தல் இருக்கும் . 


22 இரு புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் பரவளையத்தில் 
வெட்டுவதற்குரிய கட்டுப்பாடு . 


, 12 புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் பரவளையத்தில் 
" 1 இடத்து வெட்டுமெனக் கொள்வோம் . 

12 , 13 " புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் செல்லும் 
புள்ளி ( als , 2013 ) . 

11 + 12 + 1s 

2a - at92 
1112 + 1213 + istl 


2ats . 


11t , 13 


- 


( அ - து ) tit2 = 2 , 1 + 12 ts . 
வேண்டிய கட்டுப்பாடு 1112 = 2 . 


மாதிரி 


புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் பரவளையத்தில் 
வெட்டின் அப்புள்ளிகளிடத்துத் தொடு வரைகள் வெட்டும் 
புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு நிலைக் கோடாகும் என நிறுவுக . 


அப் புள்ளிகள் ‘ , 12 எனக் கொள்க . 
புள்ளிகளிடத்துச் 

செங்கோடுகள் பரவளையத்தில் 
வெட்டுவதால் 1112 2 . 
இப் புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி 

{ at 12. a { 11 +12 ) } அ - து { 2a , a 11 +12 ) } 
இப் புள்ளியை ( x1 , y1 ) எனக் கொண்டால் x = 21 . 

( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை x = 2a .. 
இது ஒரு நிலைக் கோடாகும் . 


மாதிரி 12 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து பரவளையத்துக்கு வரையும் செங்கோடு 
களில் இரண்டு தம்முள் நேர் குத்தாயின் , அப்புள்ளியின் இயங்கு 
வரை என்ன ? 

( மாதிரி 7 - ஐப் பார்க்கவும் . ) 
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அப் புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( xl , y1 ) என்றும் . ( x1 , y ) 
லிருத்து பரவளையத்திற்கு வரையும் செங்கோட்டு அடிகள் 13, 
t2 , 13 என்றும் கொள்க . • ty , 1 இடத்துச் செங்கோடுகள் 
தம்முள் நேர்குத்தாகுமெனக் கொள்க . அச் செங்கோடுகளின் 
சமன் பாடுகள் 

y + xt 2ati + at 
y + xt 2a12 - - at2 

8 
இக் கோடுகள் நேர்குத்தாக இருப்பதால் 

1119 | 1 . 

- ( 1 ) 
at3 + ( 2a - * 1 ) t - y1 

( 2 ) 
சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் 11 , fe , ts 

y | 
11. tg . le == 


- 


.சு 


yl = 0 . 


. : 11-12 


1 


-- 1 


- 


- 


அவை 


tg . ( 2 ) -ன் தீர்வு ஆகையால் 

ats + ( 2a xx ) 19 - 
gே - ன் மதிப்பினை இச் சமன்பாட்டுல் ஈடாக்கின் 

y1 

+ 


கா 


பக்க 


SK 


( அ - து ) 11 * y1 ( 2a - 3 

y1 
( அ - து ) y12 + ( 2a x1) a + 03 
( அது ) y12 ax1 302 

= a ( 31 30 ) . 
ஃ . ( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை y2 = a ( 3a ) . 


- 


23. y2 

4dx பரவளையத்தை ஒரு வட்டம் நாற்புள்ளிகளில் 
வெட்டுமெனவும் , அப் புள்ளிகளின் குத்தாயங்களின் கூட்டுத் 
தொகை சுன்னம் எனவும் நிறுவுக . 

வட்டத்தின் சமன்பாடு 32 + y2 + 2gx + 2fy + c = 0 
எனக் கொள் வோம் . 

பரவளையத்திலுள்ள புள்ளியொன்றின் ஆயத்தொலைகள் 
( at2 , 2 at ) . ஆகையால் . வட்டமும் பரவளையமும் வெட்டும் 
புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகளை 

( al ? ) 2 + ( 2at ) 3 + 2g ( at2 ) + 2f ( 2at) + c = 0 - ஆல் 
காணலாம் . 

( அ - து ) a2t4 + 20 ( g + 2a ) t2 + 4fat + c = 0 . 
12 


- 


மா 
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இது நாற்படிச் சமன்பாடு ( Biquadratic Equation ) ஆகை 
யால் , வட்டம் பரவளையத்தை நாற்புள்ளிகளில் வெட்டும் . 
18.ன் கெழு சுன்னமாகையால் , ச் சமன் பாட்டின் 
தீர்வுகள் t , 1 , , ty , 14 எனின் 

11 + t2 +1 +14 0 . 

ஃ 2at ] + 2at2 + 2ats + 2at) 0 . 
எனவே , வட்டம் , பரவளையத்தை வெட்டும் புள்ளிகளின் 
குத்தாயங்களின் கூட்டுத்தொகை சுன்னமாகும் . 


- 


4 


மாதிரி 13 

பாரவளையத்தை ஒரு வட்டம் P. Q.R , S புள்ளிகளில் 
வெட்டின் பரவளையத்து ஆயத்தோடு PQ , RS 

சமச் 
சாய்வுடையன என நிறுவுக . 
P , Q , R , S புள்ளிகள் ‘ t ) , 19 , g , எனின் 
t1 + 1 + 1 + 4 

0 . 
PQ -ன் சமன்பாடு y i + 12 ) = 2x + 2alitz 
RS- ன் சமன்பாடு y { ts + 14 ) = 2x + 2 atgt4 
PQ , R $ கோடுகளின் சாய்வு வீதங்கள் நிரலே 
2 

2 

ஆகும் . 
t1 + ta ts 

t1 + 1 ) ( 19 +14 ) 
இச் சாய்வு வீதங்கள் எண்ணளவில் ஒரே மதிப்பினவாக 
இருப்பதால் , PQ , RS கோடுகள் ஆயத்தோடு சமகோணத்தைப் 
பிறப்பிக்கும் . 


4 


- 


மாதிரி 14 

ஒரே புள்ளிவழிச் செங்கோடுகளின் அடிகள் வாயிலாகச் 
செல்லும் வட்டம் , பரவளையத்தை முனையில் வெட்டுமென 
நிறுவுக . t1 , t2 , 13 புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் ஒரே 
புள்ளிவழிச் சென்றால் , 

11 + 12 + 13 
இப் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் வட்டம் பரவளையத்தை 4 - ல் 
வெட்டின் , 

11 + 12 + 18 + 14 = 0 . 

14 
. 4 - ன் ஆயத்தொலைகள் ( 0 , 0 ) 
ஃ 14 , பரவளையத்தின் முனையாகும் . 


--- 

ய 
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பயிற்சிகள் 14 
1. ( 2 , 3 ) -லிருந்து y2 4x- க்கு வரையும் தொடுவரைத் 
தொடுகுத்துகளைக் காண்க . இப் புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடு 
கள் பரவளையத்தில் வெட்டுமென நிறுவுக . 


2. ya 4ax பரவளையத்தின் P , Q புள்ளிகளிடத்துச் செங் 
கோடுகள் பரவளையத்திலே R- ல் வெட்டின் , P , Q புள்ளிகளின் 
குத்தாயப் பெருக்கத் தொகை 8a என நிறுவுக . 


3. y ? = 4ax பரவளையத்தின் P , Q புள்ளிகளிடத்துச் செங் 
கோடுகள் பரவளையத்தில் வெட்டின் , PQ ஆயத்தை ஒரு நிலைப் 
புள்ளிக்கண் வெட்டு மென நிறுவுக . 


அரச 


4. y 4ax பரவளைய நாண் ஒன்று ஆயத்தை ( 2a , 0 ) -ல் 
வெட்டின் , அந் நாணின் நுனிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் 
பரவளையத்தில் வெட்டுமென நிறுவுக . 


5. ya 4ax பரவளையத்தின் P ( at12 , 2aty ) புள்ளியிலிருந்து 
PQ , PR நாண்களை Q , R புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகளாக 
வரையின் QR- ன் சமன்பாடு yt1 + 2 ( x + 2a ) = 0 என நிறுவுக . 


P பரவளையத்தில் இயங்குமாயின் QR- ன் துணைப்புள்ளி 
யின் இயங்குவரை ஒரு கோடென நிறுவுக . 


-- 

க 


- 
- 


6. y2 4ax பரவளையத்தின் P , Q புள்ளிகளிடத்துச் செங் 
கோடுகள் பரவளையத்தில் R { x1 , yx ) புள்ளியிடத்திலும் , P , Q 
இடத்துத் தொடுவரைகள் T- லும் வெட்டின் TP . TO 
} ( x - 8a ) vy12 + 4a2 என நிறுவுக . 

R பரவளையத்தில் இயங்குமாயின் PQ- ன் நடுப் புள்ளி 
2a ( x + 2a ) பரவளையத்தது என நிறுவுக . 


- 
- 


7. y ? = 4ax பரவளைய 

நாண்களின் 

நுனிகளிடத்துச் 
செங்கோடுகள் பரவளையத்தில் வெட்டின் 

நாண்களின் 
புள்ளியின் இயங்குவரையினைக் காண்க . 


நடுப் 


8. y2 = 4ax பரவளையத்தின் ( am , 2am ) புள்ளியிலிருந்து 
பரவளையத்துக்கு வரையும் செங்கோடுகளின் அடிகள் ( at ) , 2a ! 1 ) 
( at , 2 , 2at , ) , 12 + nut + 2 = 0 சமன்பாட்டால் காணலாம் என 
நிறுவுக . இவ்விரு செங்கோட்டு நீளத்தின் பெருக்கத் தொகை 
4a2 ( 1 + m2 ) என நிறுவுக 


- 
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9. y 4ax பரவளையத்தின் B , C புள்ளிகளிடத்துச் செங் 
கோடுகள் பரவளையத்தில் A புள்ளியில் வெட்டின் 

A3C 
முக்கோணச் 

செங்கோட்டு மையத்தின் இயங்குவரை 
y2 = a { x + 60 ) என நிறுவுக . 

10. y : 4ax பரவளையத்தின் ( x1 , y1 ) , ( x2 , y2 ) , ( xy , y ; } 
புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் ஒரே புள்ளி வழிச் சென்றால் , 
x2= x3 

0 என நிறுவுக . 
19 

Yı 


-- 


- 


2 


+ 


-- 


- 


11. ( 6a , 0 ) புள்ளியிலிருந்து y : 4ax பரவளையத்துக்கு 
வரையும் செங்கோட்டடிகளைக் காண்க . 

12. P , Q , R இடத்துச் செங்கோடுகள் ஒரே புள்ளி வழிச் 
சென்றால் , அப்புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகளால் அமைந்த 
முக்கோணப் பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகள் 

2y2 + ax = 
பரவளையத்தில் இருக்குமென நிறுவுக . 

13. ya = 4ax பரவளையத்தின் முனைவழிச் செல்லும் வட்டம் 
பரவளையத்தை P , Q , R புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . P , Q , R 
புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகளால் அமைந்த முக்கோணப் 
பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகள் 2y2 + ax == 0 பரவளையத்தில் 
இருக்குமென நிறுவுக . 

14 . ஒரு பரவளையத்தில் P1 , P2 , P3 புள்ளிகளிடத்துச் செங் 
கோடுகள் ஒரே புள்ளிவழிச் சென்றால் P ] P , P3 முக்கோணத். 
தின் நடுக்கோட்டு மையம் ஆயத்தில் இருக்குமென நிறுவுக . 
PI , P , புள்ளிகள் ( x1 , y1 ) ஓடு ஒன்றுபடின் P1P3- ன் 

y 
சமன் பாடு 

2 என நிறுவுக . 


31 


15. y2 = 4ax பரவளையத்துக்கு 

புள்ளியிலிருந்து 
வரையும் செங்கோடுகளில் இரண்டு ஆயத்தோடு நிரப்புங்க 
கோணத்தைப் பிறப்பித்தால் , அப் புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு. 
பரவளையம் என நிறுவுக . 

16. y : 4ax பரவளைய உயிர்ப்புள்ளிவழி நாண்களின் நுனி 
களிடத்துச் செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளிகள் இயங்குவரை 
y ? a ( x - 3a ) என நிறுவுக . 
17 . P புள்ளியிலிருந்து y 4ax -க்கு 

வரையும் செங் 
கோடுகள் ஆயத்தை A , B , C புள்ளிகளில் 

வெட்டு 
கின்றன . பரவளைய முனையிலிருந்து A , B , C புள்ளிகளின் 


க 


- 
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தொலைகள் கூட்டுக்கோவையாய் ( Arithmetical Progression ) 
இருப்பின் P- ன் இயங்குவரை 27ay : = 2 ( x -2a ) * என நிறுவுக . 

18 . ஒரு பரவளையத்தின் உயிர்க்கோட்டுக்கு ஒருபோகுக் 
கோட்டிலிருக்கும் P புள்ளியிலிருந்து பரவளையத்துக்கு மூன்று 
செங்கோடுகள் வரைய இயலும் என நிறுவுக . அச் செங்கோட்டு 
அடிகளால் அமைந்த முக்கோண நடுக்கோட்டு மையம் 
ஆயத்தில் ஒரு நிலைத்த புள்ளியென நிறுவுக . 
19. y 

4ax பரவளையத்தின் A , B , C புள்ளிகளிடத்துச் 
செங்கோடுகள் ( h , k ) -ல் வெட்டின் , ABC முக்கோணச் 

k 
செங்கோட்டு மையம் h 6a . என நிறுவுக . 

2 


- 


- 


3 ) 


- 


20 . 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து y : 4ax - க்கு வரையும் செங்கோடு 
களில் இரண்டு ஒன்றுபடின் , அப் புள்ளிகளின் இயங்குவரை 
27aya 4 ( x - 2a ) 3 என்று நிறுவுக . 
21. y2 

4ax பரவளைய நாண் ஒன்று ( aa , 0 ) வழிச் 
சென்றால் அந் நாண் நுனிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் 

ys a2a ( x - aa-- 2a ) - ல் வெட்டுமென நிறுவுக . 
22. P , Q , R புள்ளிகளிடத்து -2 4ax- ன் செங்கோடுகள் 
0 வழிச் சென்றால் SP . SQ . SR == a sO2 என நிறுவுக . இங்கு S 
பரவளையத்தின் உயிர்ப் புள்ளியாகும் . 

24. ( x1 , y ) - லிருந்து y ? 4ax- க்கு வரையும் தொடுவரை 
களின் தொடு நாணுக்குச் சமன்பாடு காணுதல் . 


* 


- 


( 22,2 ) 


( 34,41 ) 


( X3 , ya ) 


2 ம் -80 
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1 .. 


-- 


வ்விரு 


T , P , Q- ஐ நிரலே ( x1 , y1 ) , ( x2 , y2 ) , ( xy , ys ) எனக் கொள்க . 

P இடத்துத் தொடுவரை yy2 = 2a ( x + x2 ) 
Q இடத்துத் தொடுவரை yys 2a ( x + x3 ) 

( 2 ) 
தொடுவரைகளும் ( x1 , 1 ) வழிச் செல்வதால் 
Y1yz = 2a { x ] + x2 ) 

( 3 ) 
yy3 200x1 +33 ) 

( 4 ) 
( 3 ) , ( 4 ) 

ஆல் 

P ( x2 , y2 ) , Q ( xs , ya ) புள்ளிகள் 
yy == 20 ( x + x1 ) - ல் உள எனக் காணலாம் . 

ஃ . PQ- ன் சமன்பாடு yy1 = 2a ( + * 1 ) . 
25 y : - 

= 4ax பரவளையத்தைக் சார்ந்த ( x1 , y1 ) - ன் துணைக் 
கோடு . 


R 


படம் . அ 

படம் .82 
P வழிச் செல்லும் கோடு பரவளையத்தை Q , R- ல் வெட்டும் 
எனவும் , Q , R இடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி 
T ( n , k ) எனவும் கொள்வோம் . -ன் இயங்குவரை -ன் துணைக் 
கோடாகும் . 1 - லிருந்து வரையும் தொடுவரைகளின் தொடு நாண் 
QR ஆகையால் QR- ன் சமன்பாடு 

yk = 2a ( x + b ) 
இக்கோடு ( x1 , y1 ) வழிச் செல்வதால் yik = 2a ( x1 + h ) 

க் கட்டுப்பாடு உண்மைப்பட ( h , k ) எப்போதும் 
Py1 2a ( x + x ] ) கோட்டில் இருத்தல் வேண்டும் . ஆகவே , 
( x1 , y1 ) - ன் துணைக்கோடு 1y1 = 2a ( x + x1 ) ஆகும் . 


-- 


-- 
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இங்கு ( x1 , y1 ) இடத்துத் தொடுவரை , { x1 . y1 ) - லிருந்து 
வரையும் தொடுவரைகளின் தொடுநாண் , ( x . } 1 )-ன் துணைக் 
கோடு இவற்றின் சமன்பாடுகள் ஒன்றுபோல் இருப்பதைக் 
காணலாம் . 

( 3 ] , y1 ) பரவளையத்தின் வெளியே இருந்தால் , 
துணைக்கோடு தொடுநாண் என்பதும் , 

( x1 , y1 ) , 
பரவளையத்தில் இருந்தால் , அதன் துணைக்கோடு ( x1 y1 ) 
இடத்துத் தொடுவரை என்பதும் கருதற்பாலன . 


அதன் 


S- ன் து 


0 . 


துணைத்தேற்றம் . உயிர்ப்புள்ளி S- ன் ணைக்கோடு உயிர்க் 
கோடாகும் . 

S- ன் ஆயத்தொலைகள் (a , 0 ) 
( a , 0 ) -ன் துணைக்கோடு y X0 = 20 ( x + a ) 

( அ - து ) x + a == 
இச் சமன்பாடு உயிர்க் கோட்டது . 
26. P. ன் 

P- ன் துணைக்கோடு Q- வழிச் சென்றால் , Q- ன் துணைக் 
கோடு P- வழிச் செல்லும் . 

பரவளையம் ] = 4ax என்றும் , P , Q புள்ளிகள் ( x1 , y1 ) 
( xg , y2 ) என்றும் கொள்வோம் . 
P- ன் துணைக்கோடு yy1 

2a ( x + x1 ) 
இக் கோடு ( x ) , y2 ) வழிச் செல்வதால் 

yzy1 = sa ( x , + xy ) 
ஆகவே , ( x1 , y1 ) புள்ளி yya 2a ( x2 + 3 ) -ல் இருக்கும் . 
அஃதாவது P , Q- ன் துணைக்கோட்டில் இருக்கும் . 

27 . பரவளை யத்தைச் சார்ந்த ஒரு கோட்டின் துணைப்புள்ளி . 
ya 

4ax- ஐச் சார்ந்த Ax + By + C = 0- ன் துணைப்புள்ளியைக் 
காண வேண்டுமென்க் கொள்வோம் . 

Ax + By + C = 0 - ன் துணைப் புள்ளி ( x ) , 11 ) எனக் கொள் 
வோம் . 

( x1 , y1 ) - ன் துணைக் கோடு yy : = 2a ( x -- x 1 ) . 
ஃ A + By + C = 0 , 

2ax yiy + 2axy 
சமன்பாடுகள் ஒரே கோட்டினைக் குறிக்கும் . 
2a 

y1 2ax ) 
B 
C 

2aB 
ஆகவே , x ) - 


- 


-- 


- 


பா 


- 


- 


- 


AAL 


( 


Ax + By + C = 0 - ன் துணைப்புள்ளி 


(6-223 ). 


--- 
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- 


28. ( x1 . yi ) ( xy , y ) புள்ளிகள் y2 4ax- ஐச் சார்ந்த 
ணை இய புள்ளிகளாதற்குரிய கட்டுப்பாடு . 

( xy , y ) - ன் துணைக்கோடு ( xg , y , ) வழிச் சென்றால் ( x1 , y ) 
( x9 , Y2 ) துணை இயப் புள்ளிகள் எனக் கண்டோம் . 

( x1 , y1 ) -ன் துணைக்கோடு y ] 1 2a ( +31 ) . 
இக் கோடு ( x2 , 3 2 ) வழிச் செல்வதால் y1y2 = 2a ( x1 + x2 ) . 


* 


29. 1x + nly + 71 0 , 11x + mly + 71 0 கோடுகள் 
y 

= 4ax : ஐச் சார்ந்த துணை இய கோடுகளாதற்குரிய கட்டுப்பாடு . 
y = 4ax- ஐச் சார்ந்த 1x + my + n = 0 - ன் துணைப் புள்ளி 
2om 

இப் புள்ளி 1x + mly + n = 0 - ல் இருந் 


1 ) . 


4 


தால் , " " 


2ammy, 

1 


+ n = 0 . 


( அ . து ) In + in ] = 2ammi 


, 


மாதிரி 


15 


y2 4ax பரவளையத்துத் தொடுவரைகளின் x2 = 4by- ஐச் 
சார்ந்த துணைப் புள்ளிகள் இயங்குவரையினைக் காண்க . 


அத்தகைய துணைப் புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( x1 , y1 ) 
எனக் கொள்க . 


ஆகவே , x2 = 4by- ஐச் சார்ந்த ( x1 . y ) - ன் துணைக் கோடு 
4ax- ஐத் தொடுதல் வேண்டும் . 


y 


- 


} ) -ன் 


துணைக்கோட்டுச் 


4by- ஐச் சார்ந்த ( x1 , 
சமன்பாடு xx1 = 2b ( y + y ) . 

* 1 
( அ - து ) y 

* - y1 . 

2b 
இக் கோடு y ? 4ax- ஐத் தொட்டால் 


- 


* * 


1 


2b 
( அ - து ) xyl + 2ab = 0 . 

( x ) , y1 ) - ன் இயங்குவரை xy + 2ab 


- 
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-ம் 


நாண்கள் 


4ax பரவளையத்தின் செங்கோட்டு 

தம் 
நிறுவுக . 


PQ ஒரு செங்கோட்டு நாண் , அதன் துணைப் புள்ளி ( x , y ) , 
P , " எனக் கொள்க . 


PQ- ன் சமன்பாடு y = 2at + are 


-- 


2ax ) 


P 


PQ- ன் துணைப் புள்ளி ( x , y ) ஆகையால் PQ- ன் 
சமன்பாடு yiy = 20 ( x + 31 ) . 
( அ - து ) 1 ) 2a 

( 2 ) 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகள் ஒரே கோட்டினைக் குறிப்பதால் 
1 

2at + at3 
2a 


- 


- 


2ax ) 


2a 


( அ - து ) 15 


- 


Y 


( 
3 
) 
( 
4 
) 


2ax ) 

= 2at + als 


10. 


( 3 ) , ( 4 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 1 - ஐ அகற்றுக . 
2ax 

2a 


- 2. ( 3,2 " ) + - ( 5 

( ) 


கை 


- 


20 

422 8a + 
( அ - து ) 

y1 
( அ - து ) xy12 + 2ay12 + 4as 0 . 
( அ - து ) y2 ( x + 2a ) + 4as 0 . 

( xy , y1 ) - ன் இயங்குவரை y ? ( x + 2a ) - 4a3 = 0 . 


- 


30. குறித்த புள்ளியை நடுப் புள்ளியாகக் கொண்ட 
நாணின் சமன்பாடு . 

4ax பரவளையத்தின் நாண் ஒன்றின் நடுப்புள்ளி (31. y1 ) 
எனக் கொள்வோம் . 


- 


- 


- 


-- 


cos @ 


- 
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வ 


4 


o ( R , y 


PP 
படம் -83 


இங்கு இந் நாண் x ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணம் 6 ; ( x , y ) 
( x1 , ) 1 ) புள்ளிகளின் இடைப்பட்ட தொலை r . இக் கோட்டில் 
OP = r எனின் , P- ன் ஆயத்தொலைகள் 

( x1 + rcose , y1 + rsini ) 
இப் புள்ளி பரவளையத்தில் இருப்பின் 

( = ( + ) 
( அ - து ) rasin2 + 2r ( yl sins - 2a cos g ) + y13--4axi 
( xy , y1 ) PQ- ன் நடுப்புள்ளியாதலால் , ச் சமன்பாட்டால் 
வரும் r- ன் மதிப்புகள் ஒரே அளவும் மாறுபட்ட குறியும் . 
உடையனவாக இருக்கும் . 
. Yi sino 2a cos B 

0. 


H 
- 


- 


y1 


( அது ) 


cos e 
sin 8 


- 


- 


நாணின் சமன்பாடு 


- 
- 


Cos 0 


san 


( அ - து ) 


- 
- 


- 


y 


( அ - து ) 


2u 


( அ - து ) yyi - 12 2ax 2axy 
( அ.து ) 111 2a ( x + x ) == y12 

( அ - து . ) T = S1 . 


- 


4asy 


பப் 
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ஒரு நிலைப்புள்ளி வழிச் செல்லும் பரவளைய நாண்களின் 
நடுப் புள்ளிகள் தம் இயங்கு வரை பிறிதொரு பரவளையமென 
நிறுவுக . 


பரவளையத்தின் சமன்பாடு ye 4ax எனவும் , நிலைப்புள்ளி 
( h , k ) எனவும் , நிலைப்புள்ளிவழிச் செல்லும் ஒரு நாணின் நடுப் 
புள்ளி ( x ] , y1 ) எனவும் கொள்க . ( 1 , 1 ) -ஐ நடுப் புள்ளியாகக் 
கொண்ட நாணின் சமன்பாடு ( 

( அ.து ) yy1 2a ( x + x ) = y13 


-- 


S ] 


4axy 


- 


இந் நாண் ( h , k ) வழிச் சென்றால் 

ky1 | - 2a ( h + x ) = y12 - 4ax 


2ax ) 


ஒடம் 


. 
54 


( அ - து ) ky 

2ah = y12 
( x1 , y1 ) -ன் இயங்குவரை 

y2 - 2ax = ky -- 2ah . 
( அ - து ) y ? -- ky 2ax 2ah 


- 


H 2as 


2ah + 


( அ -3 ) ( y- 5 ) 

* ) 
(k- 5 ) புள்ளியை முயைாகவும் , 


20 


இவ் வளைவரை 


23 - ஐ நேரகலமாகவும் கொண்ட பரவளையமாகும் . 
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y2 4ax பரவளையத்தைச் சார்ந்த P- ன் துணைக்கோடு வளை 
வரையை Q , R புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . lx + my + n == 0 
கோட்டில் P இருந்தால் QR- ன் நடுப் புள்ளி 1 y : -- 4ax ) + 
20 ( lx + my + n ) = 0 பரவளையத்தில் இருக்குமென நிறுவுக . 


முதல் முறை : 

P ( h , k ) என்றும் , QR- ன் நடுப் புள்ளி T ( xl , y1 ) என்றும் 
கொள்க . 


- 
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= O 


T / ( x1. ) 


PCh , K ) 


MLA - 84 . 


* 


4al 
2ax | 


++.. 


QR- ன் சமன்பாடு 

Jy1 - 2a ( x + xx ) y12 
( அ - து ) yy1 - 

-2ax 
QR , P- ன் துணைக்கோடு ஆகையால் 
அதன் சமன்பாடு 

yk == 2a ( x + his 
( அ - து ) yk = 2ax 2ah 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகள் ஒரே கோட்டினைக் குறிப்பதால் 
11 

y17 

-- 2ax1 
1 
k 

2ah . 


( 2 ) 


5... 


- 


Pan 
* 


பா 


- 
+ 


( 3 ) 


... 


O 


y12 - 2axy 2ah . 
P புள்ளி 1x + my + n s 0 ல் இருப்பதால் 

lh + mk + n = 0 . 
( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து h , k- ஐ அகற்றுக . 
} 12 -- 2ax ) 

+ my + n = 0 . 

2a 
( அ- து ) 1 ( 112 - 2ax1 ) + 2a ( my) + n ) 0 . 
( அ - து ) 1 ( y12 4ax ) + 2a ( lxy + my + n ) = 0 . 
( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை 

) 


1 . 


] 


-- 


-- 
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இரண்டாவது முறை : 

Q , R , QR- ன் நடுப்புள்ளி நிரலே * , 2 ( x1 , y ) 
எனக் கொள்வோம் . 


004565 


- 


2000 


12 
2 

a ( 11 + 12 ) 
P- ன் துணைக்கோடு QR 
ஃ Q , R இடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி P. 

P- ன் ஆயத்தொலைகள் { at2, ( 1 + ta ) } . 
P , Ix + my + n = 0 கோட்டில் இருப்பதால் 
latit2 + ma ( 1 +19 ) + n = 0 . 

( 3 ) 
( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து t1 , 12 - ஐ அகற்றுக . 


. 


4000 


251 


( 1 )- லிருந்து 112 + 1 * 


என்று வரும் . 


( 2 )-லிருத்து t1 + 12 எ = என்று வரும் . 
2111 = 1 + 2 ) 2 -- 18 + 32 ) 

y 


2x1 


- 
--- 


. 


* 


--- 


y * - 2axy 
t12 

202 
( 3 ) -ல் , 11t2 , t ] + 12 - க்குப் பதில் 

y13 - 2axi 

202 
மதிப்புகளை ஈடாக்கின் 

la y12 - 2ax/ 
202 

+ mas +1 


* 


ப 


0 . 


- 


பா 


( அ - து ) 1 ( y12 - 2ax ) + 2a ( my1 + n ) = 0 . 
( அ - து ) 10/12 - 4ax ) + 2a ( lx1 + my1 + n ) 

+ = 0 . 
... ( 1 , } 1 ) - ன் இயங்குவரை 

l ( ya 41 ) + 2013 + my + ) 
1 . 

பரவளையத்தின் ஒரு போகு நாண்களின் நடுப்புள்ளிகள் 
தம் இயங்குவரை 

பரவளைய 

ஆயத்துக்கு ஒரு போகான 
கோடாகும் . 

y = mx கோட்டுக்கு ஒருபோகான நாணின் நடுப்புள்ளி 
( 31 , y1 ) எனக் கொள்க . 
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- 


12 


* 2axy 


டி 


இந் நாணின் சமன்பாடு yyy 

2ax 
இந் நாண் y PIX- க்கு ஒருபோகாகையால் 

21 
y1 

2a 
( அ - து ) 1 


HILR 


- 


* 


2a 
.. ( x1 , } ) -ன் இயங்குவரை y = - 

m 


இது பரவளையத்தின் ஆயத்துக்கு ஒருபோகான கோடு 
ஆகும் . 


பரவளைய ஆயத்துக்கு ஒருபோகான கோடு பரவளையத்தின் 
விட்டம் ( Diamet ¢ r ) எனப்படும் . 
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✓/ 
பரவளைய விட்டத்தின் நுனியிடத்துத் தொடுவரை , அவ் 
விட்டம் சமமாகப் பிரிக்கும் நாண்களுக்கு ஒருபோகாகும் என 
நிறுவுக . 


பரவளையத்தின் விட்டம் PV , 
அது சமமாகப் பிரிக்கும் நாண் QVR 
எனக் கொள்க , 


* QVR , y == me- க்கு ஒருபோகு 

2a 
ஆயின் PV- ன் சமன்பாடு y 
என நிறுவினோம் . 


- 


P 


2a 


P- ன் 3 - ஆயத் தொலை 


2a 


ஃ P புள்ளி 


( 


ma 


4) ஆகும் . 
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m 


- 


P புள்ளியிடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 


. 


mx + 


m 


: P இடத்துத் தொடுவரை QVR- க்கு ஒருபோகாகும் . 


பா 


கூம்பு வெட்டிகள் 


191 


மாதிரி 20 // 


பரவளையத்தின் நாண் QR- ஐ PV விட்டம் V புள்ளியில் 
சமமாகப் பிரித்தால் QV3 = 4SP - PV என நிறுவுக . 


Q , R புள்ளிகளை ‘ ty , * t , எனக் கொள்க . 


V- ன் ஆயத்தொலைகள் { } a [12 + 123 ) , a ( t1 + 12 ) } 
QV2 

{ a ( ty2 + 2 ) - at12 ) } 2 + { a [ t ] + ig ) -2ati } ? 
{ } a { tg2 --- 11 " } 2 + { a { t2 -t1 ) } 2 . 

a2 ( t2 + 11 ) 2 ( 12 --- 11 ) 2 --- a2 ( 12 - 11 ) 2 . 

i a ? { t2 -- { 1 ) 8 { { t ] + 12 ) 3 + 4. } 
P புள்ளியை ( at , 2ar ) எனக் கொள்க 


PV ஆயத்துக்கு ஒருபோகாதலால் Pay ஆயத்தொலை 


. 


(( அ - து ) 2at = a [ t1 -- 12 ) . 

: } { 11 +12 ) . 
. P- ன் ஆயத்தொலைகள் { a [ l ] + 123 , a [t +2) } 
PV a [ 112 + t22 ) --a [ l ] + 12 ) 2 . 

a ( t1 - t ) . 
SP® ( a - ata ) 2 + 4a2t2 


- 


- 
-பு 


-- 
-- 


. 


SP 1 + 12 ) 
= a { 1+ ! [ t ] + 12 ) 2 } 

{ 4 + [ 1 ] + ta) } 

4 
ஃ QV2 = 4 SP . PV . 


எங்க 
E 
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பரவளைய நாணின் நுனிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் . அந் 
நாணைச் சமமாகப் பிரிக்கும் விட்டத்தில் வெட்டுமென நிறுவுக . 


Q , R புள்ளிகளை t , g எனக் கொண்டால் PV- ன் 
சமன் பாடு ya [ t ] + 12 ) . Q. R இடத்துத் தொடுவரைகள் 
வெட்டும் புள்ளி T { atila , a ( t1 +12 ) } . 
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* 
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ஃ . இப்புள்ளி PV- ல் இருக்கும் . 


TP 


- 


PV எனவும் நிறுவலாம் . 


P- ன் ஆயத்தொகைள் { 4 ( t > + 14 ) ° , a [ 11 + 49 ) } 
V- ன் ஆயத்தொலைகள் { ( * + 

{ { * + 1 ; * ) , a [ 1 ; + 4 ) , 
TP = ( [ 1 + 2 ) " - at le = 4 ( 11 - (2) 
PV = ([12 + 12 :) -4 ( 1 + 2 ) " == * [ 11 - 

( t1 = tg ) * 


12 2 


TP = PV . 


பயிற்சிகள் 


15 


1. y2 = 4 : பரவளையத்தைச் சார்ந்த ( 1 , 7 ) , ( 4 , 8 ) 
புள்ளிகளின் துணைக்கோடுகள் தம் சமன் பாடுகளைக் காண்க . 
இப் புள்ளிகளை இணைக்குங் கோடு துணைக்கோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளியின் துணைக்கோடு என நிறுவுக . 


- 


2. 2x - 3y + 4 = 0 கோட்டுப் புள்ளிகளிலிருந்து y * 4aa 
பரவளையத்துக்கு வரையும் தொடுவரைத் தொடு நாண்கள் ஒரு 
நிலைப் புள்ளிவழிச் செல்லுமென நிறுவுக . 


3. y : 6x பரவளையத்தில் ( 9 , 5 ) புள்ளிவழிச் செல்லும் 
நாண்களின் நடுப்புள்ளிகளின் இயங்குவரை 2-5y - 3x + 27 = 0 
என நிறுவுக . 

4. x2 + y2 a2 வட்டத்தைச் சார்ந்த P புள்ளியின் 
துணைக்கோடு y2 

4ax- ஐத் தொட்டால் , P புள்ளி 
y2 + ax = 0- ல் இருக்குமென நிறுவுக . 


- 
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5. x2 + y ? 4a2 வட்டத்துத் தொடுவரைகளின் ya 4a * 
பரவளையத்தைச் சார்ந்த துணைப் புள்ளிகளின் இயங்குவரையைக் 
காண்க . 


6. y2 = 4ax பரவளைய முனையிடத்துச் செங்கோணம் பிறப் 
பிக்கும் நாண்களின் துணைப் புள்ளிகள் இயங்குவரை x + 4a = 0 
என நிறுவுக . 


7 

பரவளையத்தின் P , Q இடத்துச் செங்கோடுகள் 
பரவளையத்தில் R- ல் வெட்டினால் , R- ன் குறித்த நிலைக்கு PQ- ன் 
துணைப் புள்ளியைக் காண்க . 

R பரவளையத்தில் இயங்குமாயின் , PQ- ன் துணைப் புள்ளி 
இயங்குவரையினைக் காண்க . 

8. ஒரு பரவளையத் தொடுவரைகளில் இரண்டு ஆயத்தோடு 
நிரப்புங் கோணத்தினைப் பிறப்பித்தால் , அத் தொடுவரைகளின் 
தொடு நாண் , உயிர்க்கோட்டடிவழிச் செல்லுமென நிறுவுக . 

9. ya 4ax பரவளைய நாண்கள் முனையிடத்து நிலைக் 
கோணத்தைப் பிறப்பிப்பித்தால் , அந் நாண்களின் துணைப் 
புள்ளிகள் இயங்குவரை 
(x + 4a ) 2 tan21 

4ax ) என நிறுவுக . 


- 


4 ( y2 


- 


- 


10. y2 

= 4ax பரவளையத்தின் 21 நீளமுடைய நாண்களின் 
நடுப் புள்ளிகள் இயங்குவரை 

( y ? + 4a2 ) ( 4ax - y2 ) = 4a ? 12 என நிறுவுக . 
11. y : 

4ax பரவளையச் செங்கோட்டு 

நாண்களின் 
நடுப் புள்ளிகள் இயங்குவரையினைக் காண்க . 

12 பரவளைய முனையிடத்துத் தொடுவரைப் புள்ளிகளி 
லிருந்து அவற்றின் துணைக் கோடுகளுக்கு வரையும் நேர் குத்துக் 
கோட்டு அடிகளின் இயங்குவரை ஒரு வட்டமென நிறுவுக . 

13. y = b கோட்டின் P புள்ளியிலிருந்து P- ன் y2 4ar 
ஐச் சார்ந்த துணைக் கோட்டுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோட்டு 
அடியின் இயங்குவரையைக் காண்க . 


14. y = c கோட்டுப் புள்ளிகளின் y2 = 4ax , x2 4ay 
பரவளையங்களைச் சார்ந்த துணைக் கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளி 
இயங்குவரை 

2ax2 cxy + 4a2 ( y + c ) = 0 என நிறுவுக . 
13 


7. நீள்வட்டம் 


( Ellipse ) 


1 . ஒரு கூம்பு வெட்டியின் மையத் தொலைத்தகவு e < 1 
எனின் , அதனை நீள் வட்டமென முந்தின அதிகாரத்தில் 
வரையறுத்தோம் . 


உ . நீள்வட்டத்தின் சமன்பாடு : உயிர்ப்புள்ளி S எனவும் , 
உயிர்க்கோடு ZM எனவும் கொள்க . உயிர்க்கோட்டுக்கு ZS- ஐ 
நேர்குத்தாக வரைக . SZ ஐ e : 1 தகவுக்கேற்ப அகத்தும் 
புறத்தும் பிரிக்கும் A , A புள்ளிகளைக் காண்க . 


B 


2 


* 


A 


S® 


SN 


A 


ஓ 
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SA 
AZ 


ப* 


A S 
A Z 


9 


ஃ . A , A புள்ளிகள் நீள்வட்டத்தன . 


AA- ன் 
கொள்க . 


நடுப்புள்ளி C எனவும் , 


AA = 28 


எனவும் 


நீள்வட்டம் 
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SA = @ . AZ 

AIS : = s . AlZ 
ஃ SA + A S = e ( AZ + AZ ) 
( அ.து ) AA = e ( CZ CA + AC + CZ ) 
( அ - து ) 2a = e ( 2CZ ) 


CZ 


+" 


A S SA e ( AZ --- AZ ) 
( அ - து ) ( AIC + CS ) - ( CA - CS ) = e . AA 
( அ - து ) 2CS = e .2a 

CS 


- 


ae . 


C- ஐ ஆதியாகவும் , A CA- ஐ * ஆயமாகவும் , C வழி 
ACA - க்கு 

நேர்குத்தான கோட்டினை y ஆயமாகவும் , நீள் 
வட்டத்துப் புள்ளிகளுள் ஒன்றான P- ஐ ( x , y ) ஆகவும். 
கொள்க . 

S- ன் ஆயத்தொலைகள் ( ae , 0) 


PM 


- 
- 


CZ 


CN 


- 


- 


SP 
P , நீள்வட்டத்தில் இருப்பதால் 

PM 


- 


SP2 


- 
--- 


= e2 PM2 


( அ - து ) ( x - ae ) : + y = 3 


* ( e - s ) 


( அ - து ) x1 - 2aex + a ? 23 + y12 = a ? --2aexi + ex12 
( அ - து ) x12 ( 1 - e ) + y13 a ? ( 1 - ) 


- 


- 


( அ - து ) 

1 
a ? ( 1 - 2 ) 

( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை , அஃதாவது நீள்வட்டத் 
தின் சமன்பாடு + 

1 
a2 (1-3) 
a2 2 ) 

(1- e ? ) எனக் கொள்ள நீள்வட்டத்தின் 


53 


- 


சமன்பாடு 


- 


+ 

ya 
b2 


1 


இது நீள்வட்டத்தின் திட்டமான சமன்பாடாகும் . 
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ya 


3 . 


= 1 நீள் வட்டம் வரைதல் . 


இச் சமன் பாட்டில் y = 0 எனக் கொண்டால் x = + a 

ஃ நீள்வட்டம் ( a , 0 ) , ( -a , 0 ) புள்ளிகள் , அஃதாவது 
A , A வழிச் செல்லும் . 


நீள்வட்டத்தின் முனைகள் ( Vertices ) 


A , A புள்ளிகள் 
எனப்படும் . 


x = 0 எனின் y = 


ஃ . நீள் வட்டம் ( 0 , b ) , ( 0 , - b ) புள்ளிகள் , அஃதாவது 
1B , B வழிச் செல்லும் . 


இச் சமன்பாட்டை y = + b 


1 


( 1 ) 


M 
Ni 


அல்லது * = + a 


1 . 


( 2) 


...... 


b2 


என்று எழுதலாம் . 


x2 > a ) , அஃதாவது x > a அல்லது x < -a என்றிருப்பின் , 
y- க்குக் கற்பனை மதிப்புகள் வருமாதலின் A- க்கு வலப் பக்கத்தும் , 
A- க்கு இடப்பக்கத்தும் வளைவரை வராது . 


( 1 ) சமன்பாட்டில் -- a , a- க்கு இடைப்பட்ட x- ன் மதிப்பு 
தோறும் நேர் நிலையாக y- க்குக் குறி வேறுபட்ட ஒரே எண் 
மதிப்பில் இரு மதிப்புகள் வரும் . ஆகவே , 
* ஆயத்தோடு சமச்சீருடையதாகும் . 


வளைவரை 


இம்மாதிரியே B- க்கு மேலும் , B - க்குக் கீழும் வளைவரை 
வராது ; வளைவரை y ஆயத்தோடும் சமச்சீருடையதாகும் . 


நீள் வட்டம் x , y ஆயங்களோடு சமச்சீருடையதாதலின் 
( x , y ) புள்ளி நீள்வட்டத்தில் இருப்பின் ( x , - y ) , ( - x , y ) 
( - x , - y ) புள்ளிகளும் நீள் வட்டத்தில் இருக்கும் . பின்னும் 
( x , y ) , ( - x , -- y ) புள்ளிகளை இணைக்குங் கோடு ஆதிவழிச் 
செல்வதால் , C வழிச் செல்லும் 

நாண்கள் 

அனைத்தையும் , 
C சமமாகப் பிரிக்கும் . C நீள்வட்டத்தின் மையம் ( Centre ) 
எனப்படும் . 
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x- க்குப் பல மதிப்புகளைக் கொடுத்து அவற்றிற்கு நேர் நிலை 
யான y- ன் மதிப்புகளைக் காணில் வளைவரைப் புள்ளி பலவற்றின் 
ஆயத்தொலைகள் கிடைக்கும் . இவற்றால் அறியும் நீள் வட்டத்து 
உருவத்தினை முந்தின பகுதிப் படத்தில் காண்க . 


AA , BB , நிரலே நீள் வட்டத்தின் நெட்டச்சு ( Major Axis ) , 
குற்றச்சு ( Minor Axis ) எனப்படும் . ஆகவே நெட்டச்சு , 
குற்றச்சு நீளங்கள் நிரலே 2a , 2b ஆகும் . 


4. நேரகலம் ( Latus Rectum --- உயிர்ப்புள்ளி வழிச் 
செல்லும் இரட்டைக் குத்தாயம் நேரகலம் எனப்படும் . LL - ஐ 
நேரகலம் எனக் கொண்டால் 


SL = e . SZ 


= e ( CZ 


CS ) 


= 


( -1 ) 


= a (1-2) 

b2 


52 


க 


- 


4 . 


அரை நேரகலம் 


. 


a 


--- 


5. இரண்டாவது உயிர்ப்புள்ளி , உயிர்கோடு : - CA - ல் CS 
ae என்றிருக்க S புள்ளியும் , CA - ன் நீட்சியில் CZ = 
என்றிருக்க Z புள்ளியும் எடுத்து Z வழி CZ - க்கு நோக்குத்தாக 
Z M - யும் , Z M - க்கு நேர்குத்தாக PM - யும் வரைக . 


S P 
PMI 

= e என்றிருக்க P இயங்குமெனக் கொள்வோம் . 


P- ன் ஆயத்தொலைகள் ( x1 , 1 ) எனின் MP 


- * + 


+1 


S - ன் ஆயத்தொலைகள் ( - ae , 0 ) 


S P2 = e2 PM02 


( x1 + ae ) * + y ^ 


- 


( +3 ) 
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1 . 


( அ - து ) * + -1 
( அ - து ) * + - 1 


1 . 


( x + y1 ) - ன் இயங்குவரை 


b2 


SP 

SP 
ஆகவே P , = அல்லது 

என்ற நிலையில் 
PM 

PMI 
இயங்குமாயின் அதன் இயங்குவரை ஒரே நீள்வட்டமான , 
+ 1 ஆகும் . 
ba 


ya 


--- 


pa 


+ 


- 1 நீள்வட்டத்திற்கு S , Z K இரண்டாவது 

b2 
உயிர்ப்புள்ளி , உயிர்க்கோடு ஆகும் . 


S ( ae , 0 ) உயிர்புள்ளியின் ஒத்த ( Corresponding ) உயிர்க் 


கோடு x 


0 , S ( = ae , 0 ) 


உயிர்ப்புள்ளியின் ஒத்த , 


O 


உயிர்க்கோடு * + 


= ) ஆகும் . 


புள்ளி 

எனக் 
புள்ளி 

நீள் 


6. நீள் வட்டத்தின் சமன்பாடு காட்டும் வடிவ கணிதப்பண்பு: 

நீள்வட்டத்துப் 
P- ன் 

குத்தாயம் PN 
கொள்க . P 
வட்டத்ததாதலின் . 
CN2 PN2 

1 
ba 
PNS 

CN2 
1 
b2 

- CN2 


a2 


ப 


02 


a2 


CA2 


CNS 


படம் 88 . 


நீள் வட்டம் 


( CA + CN ) ( CA - CN ) 


-- 


33 


AIN . NA 

2 


. 


PNS 
A N .NA 


BCE 
CAS 


--- 


7. ( x } , 11 ) புள்ளி நீள் வட்டத்தின் உள் , 

வளைவரை 
x12 
வெளியில் இருப்பின் 

y12 

- 1 - ன் மதிப்பு நிரலே குறை . 

52 ) 
சுன்னம் , மிகை ஆகும் . 

Q புள்ளி ( x1 , y1 ) , Q வழி குத்தாயம் QN , QN தீன் 
வட்டத்தை வெட்டும் புள்ளி P எனக் கொள்க . 


PNS 


- br (1- * ) 


Q நீள் வட்டத்தின் உள்ளிருப்பதால் QN < PN 


: QN2 < b ? 


5 * ( 1 - *+ ) 


( அ - து ) 


< 1 


* 12 


ba 


a ? 


( அ - து ) ** + 


- 


- 1 < 0 . 


வெளியே 


இம் மாதிரியே 

Q புள்ளி 

நீள் வட்டத்தின் 
இருப்பின் 

1 

-1 > 0 . 


ஓ 2 


* 


y 


வளைவரையில் ( x 1 , 1 ) இருப்பின் 


0 . 


b ) 


P23 


8. தம்முள் நேர்குத்தான 1 , 1 கோடுகளிலிருந்து P 

9 
யுள்ளியின் P1 , P2 தொலைகள் 

+ 

= 1 தொடர்புடைய 
தாக இருப்பின் , P- ன் இயங்குவரை ஒரு நீள்வட்டமாகும் . இந் 
நீள் வட்டத்தின் மையம் 1 , 1 கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி எனவும் , 
a > b என்றிருப்பின் நெட்டச்சின் நீளம் 2a , குற்றச்சின் நீளம் 25 
எனவும் , நெட்டச்சு , குற்றச்சு நிரலே 1 , ! கோடுகளில் இருக்கும் 
எனவும் காணலாம் . 
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மாதிரி 1 

ஒரு நீள் வட்டத்தின் உயிர்ப்புள்ளி ( 3 , 1 ) , ஒத்த உயிர்க் 
கோடு x - y + 6 = 0 , மையத் தொலைத் தகவு } எனின் அதன் 
சமன்பாடு என்ன ? 

நீள் வட்டத்துப் புள்ளி P ( xy , y ) எனக் கொள்வோம் . 
SP 

1 x ( x -- y + 6 = 0 - லிருந்து P- ன் தொலை ) 


- 


ஃ ( x - 3 ) 9 + ( 01 - 1 ) 2 = ( 1 ) . 

V1 +1 
( அ - து ) 8 ( x 3 ) * + 8 ( y1 -- 1 ) 2 = ( x - y1 --- 6 ) 2 
( அ - து ) 7x2 + 2x y1 + 7y 2 - 60x1 -- 4y1 + 44 = 0 . 

( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை , அஃதாவது நீள் வட்டத்தின் 
சமன் பாடு 7x2 + 2xy + 7y2 60x - 4y + 44 = { } . 


* 


மாதிரி 2 

ஒரு நீள் வட்டத்தின் மையம் ( 2 , 3 ) , உயிர்ப்புள்ளி ( 3 , 4 ) . 
மையத் தொலைத் தகவு , எனின் , அதன் சமன்பாடு என்ன ? 

நீள் வட்ட நெட்டச்சின் சமன்பாடு ( 2 , 3 ) , ( 3 , 4 ) புள்ளிகளை 
இணைக்குங் கோடாகும் . 

y 3 
( அ - து ) 
3-4 

2 3 
( அ - து ) x -- y + 1 0 . 

குற்றச்சு , ( 2 , 3 ) வழி இக் கோட்டுக்கு நேர்குத்தான 
கோடாகும் . 


- 


- 


நீளம் 2a 


ஃ குற்றச்சின் சமன்பாடு x + y 5 . 

மையம் C , உயிர்ப்புள்ளி S , நெட்டச்சின் 
குற்றச்சின் நீளம் 25 எனின் 

CS = ue . 


( அ - து ) CS2 


4 


* 


- 


ஃ .. ( 3 - 2 ) ? + (4 - 3 ) 3 
( அ - து ) a2 = 8 
a ? ( 1 - ee ) = b ? 

b2 = 8 ( 1 - 1) = 6 . 


நீள்வட்டம் 


2011 


- 


y + 1 = 0 , x + y = 5 கோடுகளிலிருந்து நீள்வட்டத் 
துப் புள்ளி ஒன்றின் தொலைகள் P1 , P2 எனின் , 


2 


P2 


P2 


+ 


- 


b2 


( அ - து ) 


8 


1 
6 


( - + 1) ( 1 +/- ) ) 
( அ - து ) ( 1 - + 1) + 1 + 1 - 5) = 1 . 
-- P- ன் இயங்குவரை (x - 1 + 10" + (x + 1 , 5) -1 . 


மாதிரி 3 


9x2 + 25y * ---- 18x --- 100y - 116 = 0 நீள்வட்டத்தின் 
மையமொடு மையத் தொலைத் தகவைக் காண்க . 


இச் சமன்பாட்டினை 
9 ( x2 - 2x ) + 25 ( ys --- 4y ) = 116 என்று எழுதலாம் . 
( அ - து ) 9 ( x2 

9 ( x2 - 2x + 1 ) + 25 ( y2 - 4y + 4 ) = 225 
( அ - து ) 9 { x --- 1 ) 2 + 25 ( y - 2 ) 2 225 . 
x - 1 

2 
( 
25 

9 


- 


ஆதியை ( 1 , 2 ) புள்ளிக்கு மாற்றின் , நீள்வட்டத்தின் சமன் 
பாடு 

= 1 என்று வரும் . 
25 9 


طی 


மையமாகக் 


ஆகவே , இச் சமன்பாடு ( 1 , 2 ) புள்ளியை 
கொண்ட நீள்வட்டமாகும் . 


குற்றற்சு 


நிரலே 


இந் நீள்வட்டத்தின் நெட்டச்சு , 
20 , 2b எனின் , a2 = 25 , 52 = 9 . 

ba = as (1-2 ) 
9 25 ( 1 - e ? ) 


- 


4 
5 


- 


P; 


அதா 
-202 
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பயிற்சிகள் 16 
1. 9x2 + 4y8 36 நீள்வட்டத்தின் மையத் தொலைவினை 
யும் , உயிர்ப் புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகளையும் காண்க . 

2 . ஒரு நீள்வட்டத்தின் உயிர்ப் புள்ளி ( 3 , 1 ) , உயிர்க் 
கோடு x - y + 16 = 0 , மையத் தொலைத் தகவு , எனின் , 
அதன் சமன்பாடு என்ன ? 

3. நீள்வட்டம் ஒன்றின் உயிர்ப் புள்ளி ( 1 , 2 ) , ஒத்த 
உயிர்க் கோடு 2x - 3y + 6 = 0 , மையத் தொலைத்தகவு ? 
எனின் , அதன் சமன்பாடு என்ன ? 

4 . ஒரு நீள்வட்டத்தின் மையத் தொலைத்தகவு நேரகலத் 
தின் நீளம் 8 எனின் , நீள் வட்டச் சமன்பாடு என்ன ? 

5 . ஒரு நீள்வட்டத்தின் உயிர்ப்புள்ளிகளை ஒரு குற்றச்சு 
நுனியோடு இணைக்க வரும் கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணம் 
202 எனக் கொண்டு நீள்வட்டத்தின் சமன்பாட்டினைக் காண்க 


6. கீழ்க் கொடுத்திருக்கும் நீள்வட்டங்களின் மையம் 
நேரகலம் , மையத் தொலைத் தகவு , உயிர்ப் புள்ளிகளைக் காண்க , 

( 1 ) 4x3 + 5y ? 16x + 10y + 1 = 0 . 


( 2 ) 4x2 + 9y : + 8x + 36y + 4 = 0 . 


( 3 ) 4 ( x - 1 ) 2 + 3y ? = 4 . 


( 4 ) ( x - 1 ) + 9 ( y - 2 ) * 
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7. அடிப்பாகத்தில் அரை நீள வட்டவடிவமுடைய 
தோரணம் ஒன்று , ஒரு தெருவின்மேல் கட்டப்பட்டிருக்கிறது . 

ள் வட்டத்தின் நெட்டச்சு பாதையோடு ஒன்றுபடு கிறது . 
தெருவின் அகலம் 34 அடி தெருவோரத்திலிருந்து 2 அடிக்கு 
அப்பால் நிற்தம் 6 அடி உயர மனிதனின் தலை தோரணத்தைத் 
--தொட்டால் தோரணத்தின் அதிக பட்ச உயரமென்ன ? 


. 


2 


- 


as 

+ 


1 நீள் வட்டத்தின் ( x1; y1 ) இடத்துத் தொடு 


b2 


| 


நீள்வட்டம் 
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வரையின் சமன்பாடு . 

P ( x1 , y1 ) என்றும் அதற்கு மிக நெருங்கிய புள்ளி Q ( xg , y2 ) 
என்றும் கொள்க . 


- 


( 1 ) 


- 


32 


y1 12 
: PQ- ன் சமன்பாடு : y - 91 

( x - x1 ) 

X1 
( x1 , y1 ) , ( 72 , y2 ) நீள்வட்டத்தில் இருப்பதால் 

y 

1 
b2 


( 
2 
) 


- 


( 3 ) 


...... 


be 


( 3 ) ஐ ( 2 )-லிருந்து கழித்தால் , 

yl - y28 x 2 --- x2 
52 

+ 


( அ -து)( + Ya)() - 1 - 


X1 


- 


X2 


y2 

( x + xg ) ( x - * ) 
be 
y1 - ya 

b2 
( அ - து ) 

y1 +2 
இம் மதிப்பை ( 1 ) -ல் ஈாடாக்கின் PQ- ன் சமன்பாடு 

b3 

* 1 
yy 

( x - x ) 

y1 + 2 
Q , P யோடு நெருங்கி இறுதியில் அதனோடு ஒன்றுபடுவதால் 
* 9 = x ] , y2 = y1 எனக்கொள்ள P இடத்துத் தொடுவரை 
கிடைக்கும் . 


- 


அதன் சமன்பாடு - 1 


b2 231 ( x - * 1 ) 
a 2y1 


... 


அ - து ) aayi ( y -- y ) 


+ 


box1 ( x -- x1 ) 


( அ - து ) b2xx1 + a ? yy1 


- 
-- 


b2x12 + aay12 . 


Jy1 
( + 

+ 
ba 

b2 

= 1 , { ( 2 ) ஆல் } . 
ஃ P இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 

y1 
a2 + 

52 


xx1 


- 
- 


204 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


10. * + -1 நீள்வட்டத்தின் ( 3), } } 


இடத்துச் 


செங்கோடு . 


yy1 


( xl , y1 ) இடத்துத் தொடுவரை 


+ 


2 1 எனக் 


be 


கண்டோம் . 


- 


தொடுவரையின் * m 


-கா 


b2x1 
aayi 
a y1 
b2x1 


- 
-- 


செங்கோட்டின் m 


செங்கோட்டின் சமன்பாடு y = y1 


ay1 ( x - x } } 
b2xy 


க 


a23 


bey 


( அ - து ) 


- 


a2 


- 


3 . 


* 


ya 


நீள்வட்டமும் : 


- 


11. y = 111x + c கோடும் 
வெட்டும் புள்ளிகள் . 


a2 


b2 


வெட்டும் புள்ளிகளுள் ஒன்று P எனக் கொள்வோம் . 
கோடும் நீள் வட்டமும் P வழிச் செல்லுவதால் P- ன் ஆயத்தொலை 
கள் , கோடு , நீள் வட்டத்துச் சமன்பாடுகளில் பொருந்த 
வேண்டும் . ஆகவே , இவ்விரு சமன் பாடுகளையும் விடுவிக்க , 
வரும் தீர்வுகள் வெட்டும் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகளாகும் . 


mx + C- ஐ 


x2 

+ 
42 62 


1 சமன்பாட்டில் 1 - க்கு ஈடாக்கின் 


+ 


- 


a 


( mx + c ) 2 

1 . 
52 
( அ - து ) ( b2 + a ? m ? ) x2 + 2mca2x + a2 ( c2 - ba ) == () ; 
இது x- ல் இருபடிச் சமன்பாடு ஆதலின் இதற்கு இரு தீர்வுகள் 
உண்டு . அவை x 1 x2 என்று கொள்க . x1 , x- ஐ . y = mx + c- ல் 
கொடுத்தால் 

மதிப்புகளுக்கு எதிர் நிலையான 
மதிப்புகள் mx1 + c , mix , + c ; ஆகவே , வெட்டும் புள்ளிகள் 
( x1 , mx ] + C ) , ( 32 , mx2 + c ) . 


1 


நீள் வட்டத்தைத் 


-- 


12. y = mx + c = 0 
தொடுதற்குறிய கட்டுப்பாடு . 


+ 

b2 


நீள் வட்டம் 
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( b2 + a2 m2 ) x2 + 2mc a ? x + a2 ( c2 -- b ? ) = 0 ... ( 1 ) 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் , கோடும் நீள்வட்டமும் வெட்டும் புள்ளி 
களின் 

x ஆயத்தொலைகள் என்று முற்பகுதியில் கண்டோம் . 
நீள்வட்டத்தினை y mx + தொடவே வெட்டும் இரு புள்ளி 
களும் ஒன்றுபடும் . அந்நிலையில் அவற்றின் ஆயத்தொலைகள் 
சமமாகும் . எனவே , ( 1 ) சமன்பாட்டின் தீர்வுகளும் சமமாகும் . 


4m2 c2 a4 = 4a2 ( c2 .-- b2 ) { b2 + a ? m ? ) 


( அ - து ) c2 am aam2 + 62 . 


ஆகவே , y = mx + Va ? m * + b2 கோடுகள் 


m- ன் 


அனைத்து மதிப்புக்கும் 


p2 


- 


1 நீள்வட்டத்தினைத் தொடும் . 


Q2 


b3 


. 


13. y 


-- 


- 


mx + c , 

1 - ஐத் தொட்டால் தொடு 
குத்தின் ஆயத்தொலைகளைக் காணல் . 


q2 * 12 


52 


y = mx + c நீள்வட்டத்தினை 
எனக் கொள்வோம் . 


P ( x1 , y1 ) - ல் 


தொடும் 


P இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 
xx1 

1 


yy1 


+ 


* 


கர் 


MX SUR 


y + C 


கடி 


= 0 , 


yya 
b2 


1 


-- 


0 


வை ஒரே கோட்டின் சமன்பாடுகள் . 


ma2 


52 


- 


- 


h3 


- 
- 


ma2 

. 


* 


C 


( x1 , 31 ) நீள்வட்டத்ததாதலின் 1 


+ 


- 


02 


b2 ) 


m2a4 


54 
C2b2 


-- 
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maa 


aam3 + 52 

be 
! P-ன் ஆயத்தொலைகள் 

Va m + Vazm2 + ba 


( 


3 ) 


14 . ஒரு புள்ளியிலிருந்து நீள்வட்டத்துக்கு இரு தொடு 
வரைகள் உண்டு என நிறுவுதல் . 


3 


நீள் வட்டத்தின் சமன்பாடு 


= 1 , புள்ளி ( x1 , y1 ) 


42 + 

b2 


எனக் கொள்க . 


ya 


== 1 - ன் தொடுவரைச் சமன்பாடு 


an 


y = mx + Vaam2 + 2 எனக் கண்டோம் . 
இது ( xl , y1 ) வழிச் சென்றால் 

y1 = mxy + V ( a2m2 + b2 ) 
( அ - து ) (11 - mx ] ) } = ama + b2 
( அ - து ) ( x13 - a ) m2 - y ] x ] 2m + y12 - b ? 

0 ( 1 ) 
( x1, y1 ) வழி செல்லும் தொடுவரைகளின் .m ” கள் 
இச் சமன்பாட்டால் கிடைக்கும் . 


இது இருபடிச் சமன்பாடு ஆகையால் m- க்கு இரு மதிப்புகள் 
வரும் . ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் நேர் நிலையாக ஒரு தொடுவரையும் , 
அதனால் ( x1 , y1 ) வழி இரு தொடுவரைகளும் உளவாகும் . 


y ? 
b2 


( 2) 


15. தம்முள் நேர்குத்தான நீள்வட்டத்துத் தொடுவரைகள் ஒரு 
வட்டத்தில் வெட்டும் . இவ்வட்டம் நீள் வட்டத்தின் உயிர் வட்டம் 
( Director Circle ) எனப்படும் . நீள்வட்டத்துச் சமன்பாடு 
+ 

1 எனவும் , தம்முள் நேர்குத்தான தொடுவரைகள் 
( x1 , 11 ) -ல் வெட்டும் எனவும் கொள்வோம் . 

( x1 , y1 ) லிருந்து நீள் வட்டத்துக்கு வரையும் தொடு . 
வரைகளின் • m கள் 
( x12 - a ? ) me -2x |ym + y12 - ba 

-2x1yum + y12 - b ? = () சமன்பாட் 
டால் கிடைக்கும் என நிறுவினோம் . 


இத் தொடுவரைகளின் m கள் ml , m2 எனின் 

y12 - ba 
m1m2 = 

x12- a 
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இத் தொடுவரைகள் தம்முள் நேர்குத்தாதலின் 

m ] me 


1 , 


- 


yr2 - 2 
x12 a2 


( அ - து ) x2 + y12 = a2 + 52 . 


ஃ ( x , y1 ) , x + y = a + b3 வட்டத்தில் இருக்கும் . 


இவ் 
ஆகும் . ஆகவே , 
வரைகள் 


தம்முள் 


வட்டத்தின் 

மையம் ஆதி , ஆரை Vaa + 
நேர்குத்தான 

தொடு 
நீள் வட்டத்தின் மையத்தை மையமாகவும் 
V [ a3 + b2) - ஐ ஆரையாகவும் கொண்ட வட்டத்தில் வெட்டும் . 


P3 


- 


1 க்கு வரையும் தொடு 


52 


16. ( x1 , y1 ) - லிருந்து 
வரைகளின் சமன்பாடு . 


( x y1 ) வழிச் செல்லும் கோட்டுன் சமன்பாடு 


y - y1 = 1 


4 .. 


( 1 ) 
cos 0 

sin 8 
எனக் கொள்வோம் , 
இக் கோட்டில் ( x , y ) - லிருந்து | தொலைக்கப்பால் உள்ள 
புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ( 1 + cos D. y + r sin a ) 
ஆகும் . 

இப் புள்ளி நீள் வட்டத்தில் இருந்தால் , 
( x + r cos0 ) 2 ( y1 + r sin o ) 2 
+ 

1 . 


--- 


cos28 

sin21 
+ 

b2 


- 


x1 cos , y sin 
+2 

+ 

b2 


+ 


1 


- 


( 2) 


( 1 ) கோடு நீள்வட்டத்தை P , Q புள்ளிகளில் வெட்டினால் , 
OP , OQ நீளங்களை ( 2 ) சமன்பாட்டால் கணக்கிடலாம் . இக் 
கோடு நீள்வட்டத்தைத் தொட்டால் P , Q புள்ளிகள் ஒன்று 
படும் . அந்நிலையில் OP , OQ நீளங்கள் சமமாகும் . 


1 
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( 2 ) சமன் பாட்டுக்கு இரு சமத் தீர்வுகள் உண்டு . 


X1 cos 8 

+ 


a2 


( * ” % " 

" )" 
- ( 3 + -1 ) ( ** ° + ** " ) 


( 3 ) 


இச் சமன் பாட்டினால் ( x1 , } 1 ) -லிருந்து நீள்வட்டத்துக்கு 
வரையும் தொடுவரைகளின் போக்கினைக் காணலாம் . 


cos d , sin 0 - க்குப் பதில் நிரலே - 1 , y - 1- ஐ ( 2 ) ல் 
* ஈடாக்கின் , 0 - லிருந்து நீள்வட்டத்துக்கு வரையும் தொடு 
வரைகளின் சமன்பாடு கிடைக்கும் . 


தொடுவரைகளின் சமன்பாடு 


+ 


{***)+ 2 " ;">}} - ( + ; - 1) 

{( - > , , } 
( அ- s ) { 31+ Ya - ( + : )} - ( + :-) 

{ * + * -2( 3 + 9+1) + ( * + : ) } 


( அ - து ) ( T Sy ) 2 = S1 ( S - 2T + S1 ) 
( அ - து ) 

T2 = SS1 

xx1 yy1 
இங்கு T = + } , 

b 


SIT 


- 


= * + - 


1 . 


மாதிரி 4 


உயிர் வட்டத்தின் சமன்பாட்டினை 
காண்க . 


தேற்றத்தாலும் 


( x1 , y1 ) - லிருந்து நீள்வட்டத்துக்கு வரையும் தொடுவரை 
களின் சேர்ந்த சமன் பாடு 
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* 

yy1 
b2 

+ 
இத் தொடுவரைகளின் இடைப்பட்ட கோணம் 190 ° என்றால் 
22 - ன் கெழு + y2- ன் கெழு 20 . 
ப y12 * 

ba 


2 


0 . 


- 


b4 


( அ - து ) 


x 2 + y ) 

a262 


1 
a )72 


- 


1 
b . 


( அ - து ) x + y12 as + b2 
ஃ ( x1 , 11 ) புள்ளியின் இயங்கு வரை x + y = a2 + 52 . 

குறிப்பு : பரவளையத்தின் உயிர் வட்டம் அதன் உயிர்க் 
கோடாகும் . 
17. வடிவ கணிதப் பண்புகள் . 


a2 + 

1 , 

ba 
உயிர்ப் புள்ளிகள் S , S , அவற்றின் ஒத்த உயிர்க் கோடுகள் 
QZ , Q Z , P ( x1 , y ) இடத்துத் தொடுவரை PT , CA- ஐ 
T- யிலும் , CB- ஐ -யிலும் வெட்டட்டும் . P- ன் குத்தாயம் PN 
ஆகும் . 


P 


M 


z 


Z 


A 


S 


S N 


A 


படம் -89 


1 


- 
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- 


( 1 ) SP + SP 


20 


SP e PM 


- 


e ( nM - x ) 
= * [ CZ-- x ) 


-- ( - ) 


- 


SIP = 2 PM ) 


- 


= ( + % ) 


- 


-- 


+ ex 
..SP + S P = 

S = 0 

. -- ex + a + ex 20 . 
இவ் வடிவ கணிதப் பண்பால் நீள்வட்டம் வரையறுக்கப் 
படுவதும் உண்டு . இருநிலைப் புள்ளிகளிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் 
தொலைகள் தம் கூட்டுத்தொகை மாறா ராசி எனின் , அம் 
புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு நீள்வட்டமாகும் . 

( 2 ) P- யிலிருந்து CB- க்கு நேர் குத்துக் கோடு Pn என்க . 
CN . CT = a , Cn . Ct = be 
P இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 

1 

yyi 
+ 
1 . 


--- 


CT . "X1 


- 


T இடத்து y - 


0 


1 


--- 


CT 


CN 


க 


ஆகவே , CT . CN - 


- 


இவ்வாறே , C. Cn = 52 . 
MB) உயிர்ப் புள்ளிகளிலிருந்து நீள்வட்டத் தொடுவரை 
ஒன்றுக்கு வரையும் SY . S Y நேர்குத்துக்கோடுகளின் பெருக்கத் 
தொகை மாறா ராசியாகும் . 


நீள் வட்டம் 
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y 
+ 

a 


Fa 
- 


நீள் வட்டத்தின் சமன்பாடு 

1 

எனக் 
கொண்டால் , உயிர்ப் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் ( ae , 0 ) , 
– ae , 0 ) . 
நீள் வட்டத்தின் தொடுவரை யொன்றின் 

சமன்பாடு 
y mx + V [ aam * + b ? ) எனக் கொள்ளலாம் . 


( - ae , 0 ) , ( ae , 0) - லிருந்து இத் தொடுவரைக்கு வரையும் 
நேர்க்குத்துக் கோடுகளின் நீளங்கள் நிர லே 

mae -- Vaam2 + 6 . mae + Maim2 + 2 
1/ 1 + m2 

ஆகும் . 

M1 + ma 
இந் நீளங்களின் பெருக்கத் தொகை 

m n2c2 + alm ? + b ? 


. 


aam ? ( 1 - 22 ) + 62 

1 - ma 


சர் 


m ? b ? + b2 

1 + ma 


பாபா 


be ) 


( a * ( 1 - s * ) 


-- 


b2 . 


( 4 ) Y , Y - ன் இயங்குவரை ஒரு வட்டமாகும் . 
தொடுவரையின் சமன் பாடு 

= mx + Va m2 + b ? 


S வழி இத் தொடுவரைக்கு நேர் குத்துக்கோடு 


1 


- 


-- 


m 


( அ - து ) my + x = ae 

( 2 ) 
( 1) , ( 2 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 1 -ஐ அகற்றின் Y- ன் இயங்கு 
வரை வரும் . 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளின் தன் பெருக்கங்களைக் கூட்டினால் 

( y- mx ) : + ( my + x 2 = a m2 + be + ales 
( அ - து ) y2 ( 1+ m2 ) + x2 ( 1+ m2 ) = a3 ( 1 + m2 ) , 
( அ - து ) x2 + y = a2 . 
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இவ்வாறே Y - ன் இயங்குவரையும் x + y ? 

a2 வட்டமென 
நிறுவலாம் . இவ் வட்டம் நீள் வட்டத்து நெட்டச்சு AA - ஐ 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டமாகும் . இவ் வட்டம் நீள் வட்டத் 
தின் உதவி வட்டம் ( Auxiliary Circle ) எனப்படும் . 


Q 


18 . மையக் கோணம் ( Eccentric Angle ) 
நீள்வட்டத்து P புள்ளியின் 
குத்தாய நீட்சி உதவி வட்டத் 
தினை Q- ல் வெட்டு மெனக் 
கொள்வோம் . அந் நிலையில் 
ACQ கோணம் P புள்ளியின் 

A 
மையக் கோணம் ( Eccentric 
Angle ) எனப்படும் . 


A 


படம் - 90 


A- லிருந்து புறப்பட்டு நீள்வட்டவரையில் இடமாக P சுற்றி 
மீண்டும் A- ல் வரின் , அதன் மைய கோணம் ( ) -லிருந்து 20 - க்குக் 
கூடிக்கொண்டே போகும் . 

P புள்ளி ( x , y ) எனின் x = CN = a cos 8 


a cos28 


ya 


P நீள்வட்டத்தில் இருப்பதால் 


1 


a2 


b ? 


ஃ y = + b sing . 


இங்கு y- ன் மதிப்பு மிகையாகையால் P- ன் ஆயத் தொலைகள் 
Ta cos 6 , b sin 8 ) ஆகும் . ஆகவே , நீள்வட்டத்திலிருக்கும் ஒரு 
புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் x = a cos 8 , y == b sin 8 ஆகும் . 


Y2 


2 


என்று 


q2 * 


இவற்றிலிருந்து 8 - வை அகற்றின் 

52 
வரும் . ( a cos 8 , b sin o ) புள்ளியை 8 என்று சொல்வது மரபு . 

19. நீள்வட்டம் , அதன் உதவி வட்டம் இவற்றிலுள்ள 
ஓத்த இரு புள்ளிகளின் குத்தாயங்கள் PN , QN எனின் 
NP b sin 8 , NQ 

= a sin a 
NP b 
NQ 


- 


- 
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இப் பண்பினாலும் நீள் வட்டத்தினை வரையறுக்கலாம் . ஒரு 
வட்டத்தின் புள்ளிகளிலிருந்து . அதன் விட்டமொன்றுக்கு 
வரையும் நேர் குத்துக் கோடுகளை , குறித்த தகவுப்படி அகத்தும் 
பிரிக்கும் புள்ளிகளின் இயங்குவரை , இவ் வட்டத்தை உதவி 
வட்டமாகக் கொண்ட ஒரு நீள் வட்டமாகும் . 


20. 8 , , மையக் கோணங்களுடைய புள்ளிகளை இணைக் 
குங் கோடு . 


இப் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் ( a cos F , b sin a ) 
( a cos 4 , b sin t ) ஆகையால் , இவற்றை இணைக்குங் கோட்டின் 
சமன் பாடு 


- 


பாட 


a cos 0 
a ( cos cos 2 ) 


b size 
b { site sin + ) 


- 


( அ - து ) 


a cris 


-- 
- 


b sins 
8 + P 

8 
20 cos 

* sin 


M 


2a sial 


sin 


சி 
2 


월 


. 
2 


2 


2 


ச் சமன்பாட்டினைச் சுருக்கி எழுதினால் 


MN - H 


Cos 


படி 


+ 


sin 
b 


** 


8 
COS 

2 


( 
1 
) 


2 


என்று வரும் . 


புள்ளி ே புள்ளியோடு ஒன்றுபடும் பொழுது ( a cos 8. bsing ) 
இடத்துத் தொடுவரை கிடைக்கும் . ( 1 ) சமன்பாட்டில் = 8 
என ஈடாக்கின் 8 இடத்துத் தொடுவரை தோன்றும் . 


8 இடத்துத் தொடுவரை 


cos + 

b 


+ sin 


. 


8 


21. Q , Q புள்ளிகளின் மையக் கோணங்கள் d - s , a + P 
என்றால் , QQ - ன் சமன் பாடு முந்தின பகுதி ( 1 ) -ல் 

நீ - என ஈடாக்கின் கிடைக்கும் . 


= a + 8 , 


- 
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a + s 


Q , 

d - B 


பயம் -91 


0 என 


ஃ QQ ன் சமன்பாடு cos a + sin a = cos B ( 1 ) 
P இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு பெற ( 1 ) -ல் B 
ஈடாக்கல் வேண்டும் . 
a இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 

cos a + ; sin a 
1 . 
a புள்ளி P எனக் கொள்க . 


QQ , P இடத்துத் தொடுவரைக்கு ஒருபோகான கோடாகும் . 
a- வை நிலையாகக் கொண்டு நிக்குப் பன் மதிப்புகள் கொடுத்தால் 
P இடத்துத் தொடுவரைக்கு ஒருபோகான நாண்களின் சமன் 
பாடுகள் வரும் . இந் நாண் நுனிகளின் மைய கோணங்கள் தம் 
கூட்டுத் தொகை ( a + p + d ---- 

-- p . அஃதாவது 2a ) நிலைத்த 
தாகும் . ஆகவே , ஒருபோகான நாண் நுனிகளின் மையக் 
கோணக் கூட்டுத் தொகை நிலைத்ததாகவும் , அந் நாண்களுக்கு 
ஒருபோகான தொடுவரை தொடுகுத்து மைய கோணத்தின் இரு 
மடங்காகவும் இருக்கும் . 


22. • 8 , இடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி . 
, இடத்துத் தொடுவரைச் சமன்பாடுகள் 

cos 0 + sin a 
1 


- 


cos ¢ + ? sing = 1 
இச் சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் அத் தொடுவரைகள் வெட்டும் 
புள்ளி கிடைக்கும் . 


- 
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( அ - து ) 


( * -- ) 


ஆகும் . 


. 


ஆகவே , a + 9 , a மையக் கோணங்களுடைப் புள்ளி 
களிடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி 

( a cos a sec s . b sin a sec B ) ஆகும் . 


மாதிரி 5 


+ 


B 


Ix + my + n = 0 கோடு 

1 - ஐத் தொட்டால் 
als + b ? m2 == x2 என நிறுவுக .. 
Ix + my + n = 

( 1 ) 
கோடு நீள்வட்டத்தை சீ புள்ளியிடத்துத் தொடுமெனக் கொள்க . 
8 இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 


... 


cos 0 + sina 


- 


1 


( 
2 
) 


( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகள் ஒரே கோட்டினைக் குறிப்பதால் 

1 

Sne 
b 


m 


cos 8 


al 


bm 


cos 8 


sin 8 


- 


- 
- 


( - : ) + ( - ) " - 


( அ - து ) a212 + b2m2 == x2 


மாதிரி 6 


ரு புள்ளிகளின் மையக் கோணங்கள் தம் வேற்றுமைத் 
தொகை நிலைத்ததாகின் , அப் புள்ளிகளை இணைக்குங் கோடு ஒரு 
நிலைத்த நீள் வட்டத்தினைத் தொடுமென நிறுவுக . 


- 


அப் புள்ளிகளின் மையக் கோணங்களை a + B , a 
எனக் கொண்டால் ( a + தீ ) ( a - By நிலையெண் 
( அ - து ) 29 

28 நிலையெண் 
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இந் நிலையெண்ணை 2k எனக் கொண்டால் 

k . 


அப் புள்ளிகளை இணைக்குங் கோடு 


cos e + sins = cos . 
cosa + sino = cos to 


( அ - து ) 


( அ - து ) 


• cosd + : cost 


. 


sin a 


+ 


- 


1 . 


a cos e 


இக் கோடு 

( a cos k ) 


( b cos k ) 


1 - ஐத் தொடும் , 


மாதிரி 7 

நீள் வட்டத்துப் புள்ளி இரண்டின் மைய கோணங்கள் தம் 
வேற்றுமைத்தொகை மாறா ராசியெனின் அப் புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு நீள் 
வட்டமென நிறுவுக . 


அவ்விரண்டு புள்ளிகள் a + B , * a - F எனவும் , அப் 
புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி 1 ( x1 , y1 ) 
எனவும் கொள்க . 

( a + B ) - ( a - B ) = நிலையெண் 


( 1 ) 


இந் நிலையெண்ணை 2k எனக் கொண்டால் 

pak . 
31 = a cos a sec B 

b sin a sec B 
( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து a , P- வை அகற்றுக . 

x = a cos a seck , y1 b sin d seck . 


4.D. 


( 3 ) 


..... 


- 


( Sex ) + (sex ) 


ஃ ( x1 , 11 )-ன் இயங்குவரை 


= secrk . 


நீள்வட்டம் 
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மாதிரி 8 


செங்கோணத்தில் 


நீள் வட்டத்து 

தொடுவரைகள் 
வெட்டின் , அவை உதவி வட் 
டத்தில் பிறப்பிக்கும் வெட் 
டுத்துண்டுகளின் தன் பெருக் 
கங்கள் In 19. Il தொகை 
மாறா ராசியென நிறுவுக . 


w 


74 


கன் 


தொடுவரைகள் செங்கோ 
ணத்தில் வெட்டுவதால் 
அவற்றின் சமன்பாடுகள் 


p = mx + Varm : 


படம் 92 . 


1 


y 


M 


-- 


MA 


-க 


+ b2 எனக் கொள்ளலாம் . 


. 


இத் தொடுவரைகள் உதவி வட்டத்தில் பிறப்பிக்கும் வெட்டுத் 
துண்டுகள் PQ , RT ஆகும் . 


நேர்குத்துக் 


C- லிருந்து தொடுவரைகளுக்கு CM , 

CN 
கோடுகள் வரைக . 
PQS == 4 PM2 

4 ( CP2 -- CM ? ) 
RT2 

4 ( CRS - CN2 ) 


- 


- 


--- 


CM2 - CN2 ) . 


PQ2 - + RT2 = 4 ( CP ? + CR ? 

4 ( 203 CMS CN2 ) . 


- 


Vaam ? + b2 


M 


+ 52 
121 


CM 


CN 


பு. 


- 


- 


Ma ? + am 

1 + me 


1 


N 
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aim2 + 12 
1 + 22 


2 + bama 

1 + m ? 


ஃ PQ ? + RT3 = 4 


(20 - 1+ 


= 4 [ 2a2 


- 


= 4 ( 2a - a2 + b2) 
= 4 ( a ? - b2 ) 
• 8 இடத்துச் செங்கோடு - 


23 . 


12 


= 1 நீள் வட்டத்தின் 8 இடத்துத் தொடுவரை 


b2 


cos 0 + sin 8 = 1 


ே 


b cos @ 


- 


* 


இத் தொடுவரையின் ‘ m 


a sin 8 


a sin 8 
இடத்துச் செங்கோட்டின் m = 

b cos 0 
செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

a sin 0 
y - bsin a = 

- a cos ) 


b cos 0 


( அ -து ) ax sin - by cos 8 

- = ( aa -- b ? ) sin a cos g . 

ty 
( அ - து ) 

a2 - 9 
sino 


ax 


cos 8 


மாதிரி 9 


lx my n 

b2 
நீள் வட்டத்துச் செங்கோடாயின் 
g ? b2 ( a ? - b ? 2 

என நிறுவுக . 


+ 


hi2 


( 
1 
) 


Pa . 


நீள் வட்டத்தின் 8 இடத்துச் செங்கோடு 

lx + my + n = 0 
எனக் கொள்க . 
இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 
ax by 

b2 
cos 8 SI8 
( 1 ) , ( 2 ) ஒரே கோட்டினைக் குறிப்பதால் 


( 
2 
) 


a2 - 2 


b 
sina 


COS A 


- 


T 


- 


--- 
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- 


* sin 8 


bn 
m { a2 - 6 ) 


- 


" ) 


n 


6 


1 


mma ( aa 


a ? na 

b ? ) 2 

2 52 
( அ - து ) 

112 


{ as -- b ? ) 


-- 


-- 


மாதிரி 10 


b2 


1 நீள்வட்டச் செங்கோடு ஒன்று ஆயத்தோடு 


Q2 * 12 


32a454 
45 ° பிறப்பிப்பின் அதன் நீளத்தின் தன் பெருக்கம் 

( a + 2 ) 
என நிறுவுக . 
ஆகவே , அதன் சமன்பாடு y = x + 6 
க் கோடு நீள் வட்டத்தின் செங்கோடாயின் 

a2 b2 
1 + 1 


( a - b ) " , 


- 


{ முந்திய பயிற்சி கட்டுப்பாடு ) 


( a2 


32 


C2 


{ a + b2 ) 
இக் கோடு நீள் வட்டத்தை வெட்டும் புள்ளிகள் 


x2 


2 


a2 + 


- 


சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் 
கிடைக்கும் . அப் புள்ளிகள் ( x , yx ) ( x ,, y ) எனக் கொள்க . 
இக் கோட்டின் நீளம் d எனின் 

( x - x2 ) + ( y - y2 ) 2 
( x ) , yu ) ( xg , yz ) புள்ளிகள் 

y = x + c- ல் இருப்பதால் 
y = x + c , y = x2 + C 

} | 
ஆகவே , d2 xEs2 ( 31 x2 ) 2 

( x + c ) 2 
* 1 , x2 தீர்வுகள் 

1 சமன்பாட்டை விடுவிக்க 
வரும் . 

2cx 
+ b2 

b ha 


02 
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20 


b2 


* 


* 13 


52 


bs 


- 


de = 2 


4c ? 
ஓ + 


I 


4 ( c2 b ? ) 
52 

+ 

b2 


b4 


82 


(H +) ( H + 3) 
(H 

( 
ba ( A + 1 ) 
[ b* (H + 1 ) 

3 )} 


-- ( c2 - bi ) be 


8 


+ 


- 


8a4 

52 

b4 ( as + 62 ) 
( a + b ? ) 

+ 

az ba 
804 ( a ? -- b ? ) b2 

52 
( a + b2 ) 2 
8a252 

( a2 

52 ) 2 
( as + b2 ) 2 a ? + 62 

a2 + b2 
8a ? b2 
+ b ) 

+ b ) 2 

( a ? 

b9 ) 2 
32a4 64 
( a2 + b2 ) 3 - 
24. நீள்வட்டத்தின் சில பண்புகள் : 

( 1 ) நீள் வட்டத்தின் P இடத்துச் செங்கோடு நெட்டச்சினை 
G- ல் வெட்டின் SG = e SP . 


- 


09 


N 


கடம் -93 


- 
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நீள்வட்டம் * + 3 = 


P ( a cos ) , bsia ) எனக் கொள்க . 
P இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 


--- 


ty 
sin 8 


சா 


62 . 


cos 


இச் செங்கோடு நெட்டச்சினை G- ல் வெட்டுவதால் 

a . CG 
cos 0 


* CG 


- 


aer cos . 


GS 


- 


CS 


-- 


CG 


ae ? cos 8 . 


sa ae { 1 


* cos ) 


SP 
PM 


- 


SP PM 

= e ( CZ 


- 


a cos )) 


( 8 


டிம் 


a cos 8 


8 ) 


வ 
ந m 


- 


-- 


- 


( a ae cosC) 

e cos 8 ) 
GS 

. 
( 

( 2 ) P இடத்துச் செங்கோடு நெட்டச்சை G- ல் 
வெட்டுகிறது . இச் செங்கோட்டுக்கு C- லிருந்து வரையும் 
நேர்குத்துக்கோடு CF எனின் , PF . PG = b2 . 


P இடத்துத் தொடுவரை : cos 8 + sin a 


1 . 


C- லிருந்து இத் தொடுவரைக்கு CT- ஐ நேர்குத்தாக வரைக . 

PF CT 


- 


ab 


5 


1 
Mo128 

+ 


sin2 8 


Mb cos2 + 3sinae 


as 


52 
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by 
SiU8 


- 


P இடத்துச் செங்கோடு 


cos @ 


y = 0 எனின் , CG = 


Cos . 


- 


: PG2 = 


( 60 


b2 

Cos 0 


cos 


+ 52 sins * 


b cos28 


b sima 


a ? 


b 
( அ -து ) PG = 

052 cos2 0+ sin2 ) 


PG . PF 


- 


2 . 


25. நீள் வட்டத்தின் நான்கு செங்கோடுகள் குறித்த புள்ளி 
வழிச் செல்லும் . 


x2 
az 


ya 
+ 

62 


நீள் வட்டம் 

= 1 , குறித்த புள்ளி ( h , k ) எனவும் , 
நீள்வட்டத்தின் 8 இடத்துச் செங்கோடு இப் புள்ளி வழிச் 
செல்லும் எனவும் கொள்க . 
ே இடத்துச் செங்கோடு 

by 
CUS @ 


2 
. 


- 


sius 


இக் கோடு ( h , k ) வழிச் செல்வதால் 

ah bK 
cos @ sing 


a ? es 


- 


- 


ah 
இச் சமன்பாட்டை 

B 
1 tan ?? 

2 

8 
1+ tan2 

2 
என்று எழுதலாம் . 


bk 

8 
2 tan 

2 

8 
1 + tan2 

2 


bk. [ 1+ tane 


ah ( 1 + tana 

8 ) 

2 

8 
1- tan2 

2 


( 1+ 


2 ) 


( அ - து ) 


- 


8 
2. tapl 

2 


Stana 


* 1 - . . = + L "7- IF ! 


- | - - - - -. , - | 


+4+- 14 - 
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( அ - து ) bk tan4 


+ 2 ( ak + a2e2 ) tans + 

2 


8 
2 ( ah - area ) tan 

, 

bk 0. ஆகவே , tan 
2 

2 
மதிப்புகள் உண்டு . அம் மதிப்புகளில் ஒன்று எனக் 
கொண்டால் 


8 
tan 

2 


1 


ஃ 0/2 


- 


T + 


tan1 


--- 


2n + 2 tap- 1 1 


ஒரு புள்ளியின் மைய கோணத்தோடு 21 - ன் மடங்குகளைக் 
கூட்டின் , அப் புள்ளியின் மைய கோணம்தான் கிடைக்கும் . 

8 
ஆகவே , tan ன் ஒவ்வொரு மதிப்பும் நீள் வட்டத்தின் ஒரு 

2 
புள்ளியைக் 

கொடுக்கும் . எனவே , நீள்வட்டத்தின் நான்கு 
செங்கோடுகள் ( h , k ) வழிச் செல்லும் . 


மாதிரி 

ஒரு புள்ளிவழிச் செல்லும் நாற் செங்கோட்டின் அடிகள் தம் 
மைய கோணங்கள் a , B , 7 , 8 எனின் , a + p + 1 + 8 , 1 - ன் 
ஒற்றை மடங்காகும் என நிறுவுக . 


செங்கோடுகள் செல்லும் புள்ளி ( h , k ) எனின் can 

2 
B 
tan tan tan 

2 2 2 
bk 14 + 2 { ah + age ) 13 + 2 ( ah - are2 ) | - bk = 0 

. 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் எனக் கண்டோம் . 


stan tan , - 0 . 
* tan i tan ? - tan , 


tam 


- ) 
- 


- 


1 


- 


1 


tan 


+ 


tan, " tan b can , tan - 


ப 
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tar 


( * + ja + ) - 


0 


a + 9 + 7 + 8 

2 


-ன் ஒற்றை மடங்கு 
2 


G + + + 


= T- ன் ஒற்றை மடங்கு . 


மாதிரி 12 

a , 3 , Y இடத்துச் செங்கோடுகள் ஒரே புள்ளிவழிச் 
சென்றால் six { 8 + p ) + sin { + ? ) + sin { ? + a ) = 0 
என நிறுவுக. 


a , நீ , Y புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் ( h , k ) வழிச் 
செல்லும் , எனவும் , ( h , k ) - லிருந்து வரையும் நான்காவது செங் 
கோட்டின் அடி , 8 எனவும் கொள்க . 


இந் நிலையில் 


Stan 


-- 


2 tan 

2 


O 


( 
1 
) 
( 
2 
) 


B 
tan 

2 


tai 

2 


1 


8 
tan 

2 


tan 

2 


( 1 ) , ( 2 ) -லிருந்து tan ஐ அகற்றின் கிடைப்பது 


tan 


2 


tan + taa 

tan 
2 

2 2 


tan tan 

2 2 


- 


சை 


1 

B 
tan tan tan 

2 2 


(13 ம் 


B 
+ tan 

+ tan 
2 


2) - 


2 


( அ - து ) tan 

2 


B 
tan + tan tan 
2 

2 


AN 


B 
+ taD tan 

2 


ON 


cot cot 

2 


cot 


நீ 
-cot cot 

2 2 


-- 


2 


-cot , 

3 
( அ - து ) 5 (tan tan -- cot , cot 2 ) - 


நீள்வட்டம் 


225 


8ina நீ 


2 


( அ - து ) ) 


Cos2 

நீ 
cos2 
2 

Sin2 
2 

2 
நீ 

நீ 
COS COS 

2 


0 . 


( அ - து ) ) 

Σ 


-- நீ 
2cos 

COS 
2 
sin a , sin B 


2 


படி 


cos a cos B cos 6 cos y 
sin a . sins sing.siny 

cos Y + cos a 
-- 

0 . 
sin y . sin a 


26 . 


sin Y { cos a + cos F ) + sind ( coss + cos Y ) 

to sin & ( cos y + cos a ) = 0 . 
Sia ( a + B ) + sin ( + Y ) + sin ( y + d ) 
ஒரு புள்ளிவழிச் செல்லும் நான்கு செங்கோடுகளின் 
அடிகள் ஒரு கூம்பு வெட்டியில் இருக்கும் . 
( x1 , y1 ) இடத்துச் செங்கோடு 
aar 

a2 h ?. 
y 


bay 


T - 


பா 


- 


* 1 


இது ( h , k ) வழிச் சென்றால் 
a21 b2k 

a2 
1 


2 


ப 


- 


அஃதாவது ( h , k ) வழிச் செல்லும் நான்கு செங்கோடுகளின் 

a2h bak 
ஆயத்தொலைகள் : 

சமன் 

y 
பாட்டில் பொருந்த வேண்டும் . 


அடிகளின் 


பார் 


இச் சமன்பாட்டைச் சுருக்கினால் ( a 2 - b ) xy + b * kx - aahy 
0 என்று வரும் . இது ஓர் இருபடிச் சமன்பாடு ஆகையால் 
ஒரு கூம்பு வெட்டியைக் குறிக்கும் . 

க் கூம்பு வெட்டி ( h , k ) , நீள்வட்டத்தின் மையம் இப் 
புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் . 


15 
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மாதிரி 13 


0 கோடுகள் --- 


y 


- 


Is + } = 1 , + 2 + 1 

2 

1 
நீள்வட்டத்தை வெட்டும் புள்ளி நான் கிடத்துச் செங்கோடு 
களும் ஒரே புள்ளிவழிச் செல்லுமென நிறுவுக . 
+ * -1 கோடு 

1 
b2 

நீள்வட்டத்தை 
வெட்டும் புள்ளியிடத்துச் செங்கோடுகள் ( h , k ) வழிச் செல்லும் 
எனவும் , ( h , k ) - லிருந்து நீள்வட்டத்துக்கு வரையும் மற்ற இரு 
செங்கோடுகளின் அடிகளை இணைக்குங்கோடு 

gy 
+ 

1 


y2 


+ 


ல 


+ 


- 


எனவும் கொள்வோம் . 


இக் கோடுகளும் நீள் வட்டமும் வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் 
செல்லும் கூம்புவெட்டிகளின் சமன்பாடு 

my 

4y 
+ 1+ A 
2 

5 


- 1+ 


( 


- 


a 


be ) xy + bakx 


- 


aahy = 0 , ஒன்றாக 


இவற்றுள் , ( a ? 
இருத்தல் வேண்டும் . 


அதற்கு 2 - ன் கெழுவும் , 2 - ன் கெழுவும் , எண்ணுறுப்பும் 
சுன்ன மாதல் வேண்டும் . 


1 


+ 


alp 
g2 


A 


a ma 


1 
12 

+ 


நான் படி 


1 


P 


1 , P 


- 


- 
* + * 

* = 1 கோட்டின் சமன்பாட்டில் இம் மதிப்புகளை 
ஈடாக்கின் கோட்டின் சமன்பாடு 


- 


-- 


1 


la 


mb 


( அ - து ) 


- 


+ 1 = 0 . 


la 


- 
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மாதிரி 14 

( x , y1 ) , ( 3 ) , y2 ) , ( 3 , y ) , ( 4 , 14 ) புள்ளிகளிடத்துச் 
செங்கோடுகள் ஒரே புள்ளி வழிச் சென்றால் , ( 1 + 2 + % ) 
1 1 1 1 . 
+ -- 

4 என்று நிறுவும் . 
x , 4 . 


( 


4.) 


-- 


1 


- 
- 


* .. 


... 


இப் புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் ( 6 ) வழிச் சென்றால் , 
இப் புள்ளிகள் 

b2 

.. ( 1 ) 
( a2 -- b2 ) 3y + b2kx - ashy 

( 2 ) 
கூம்பு வெட்டி இவை வெட்டும் புள்ளிகளாகும் . 

இவ்விரு சமன்பாடுகளிலிருந்து y- ஐ அகற்றினால் 
கதை, 4. தீர்வுகளாக உள்ள ஒரு நாற்படிச் சமன்பாடு 
வரும் . 

( 2 ) - லிருந்து y [ [ ae b2 ) x -- a2h ) 


b2kx 


ah 


- 


b ) 


b2kx 


( அ - து ) y 


62 


- 


arex 


ப 


இம் மதிப்பை ( 1 ) -ல் ஈடாக்கின் 

b4k32 
+ 

1 
{ aah - ag2x )202 

b2k2x2 
( அ - து ) a2 + 

1 
a + ( h -- ex} 
( அ - து ) a2x (h - e2x ) * + hak2x2 = a { h - e2x ) 2 
( அ -து ) a2e4x4 

2a2e2hx3 + ( a2k8 + h ? ks 

+ 2a4 52hx + h2 


- 


+ 


21 


31 + + +34 


Zagean 
a2e + 


- 


2ask 


31X233 


-- 


- 


2a + gah 
a2e4 


- 


an2 


XXX4 


- 
- 


a212 
24 


- 
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1 


1 


1 


1 


2a ? h 


++ 


+ 


- 


+ 


- 4 . 


* 


( - ) - 2 

2 ) 


1 


1 


1 


ஆகவே , ( x ) + x2 + xs + x4 ) 


+ 


+ 


+ 


x1 


X2 


2e2 


2h 
23 


4 . 


-- 


- 


27 . ஒரு வட்டம் ஒரு நீள்வட்டத்தை நாற்புள்ளிகளில் வெட்டும் . 
அவற்றின் மையகோணங்கள் கூடிய தொகை -ன் இரட்டை 
மடங்காகும் . 


M 


படம் - 94 


வட்டம் x2 + y2 + 23x + 2fy + c = 0 


- ( 1 ) 


* 2 


நீள்வட்டம் 


+ 


ya 
52 


-வ 


( 3 ) 


2 


அவை வெட்டும் புள்ளிகள் L , M , N , 0 எனக் கொள்க . 
L , M , N.0 புள்ளிகளின் மையக் கோணங்களை ( 1 ) -ல் x = a cos 8 . 

b.sin e- ஐ ஈடாக்க வரும் சமன்பாட்டால் காணலாம் . 
அச் சமன்பாடு 

as cos ? * + basin : a + - 2ga cos 8 + 2 fbsias + c = ) 
ச் சமன்பாட்டில் tan ( 8/2 ) ( எனக் கொண்டால் 

2 20 

1 

+ 2ga 
1 

1 +2 
21 
+ 215 + c = 0 

I + t2 


2 


- 


+2 


- 


( 


1 + 12 


t2 


ப 
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- 


- 


... 


( அ -து ) a2 ( 1-12 ) 3 + b ? { 2t } 2 + 2ga ( 1 - t ) { 1 + 12 ) 

+ 2fb { 2t ) ( 1 + 12 ) + c ( 1 + 12 ) 2 
( அ - து ) ( a2 + c - 2ag } t4 4fbts +2 [ c + 262 - aa ) t + 4fbt 
+ { c + a2 + 2ag ) O 

( 3 ) 
இது நாற்படிச் சமன்பாடு ஆகையால் நான்கு தீர்வுகள் 
( மெய் அல்லது கற்பனை உண்டு தீர்வு ஒவ்வொன்றும் நீள் 
வட்டத்தின் புள்ளியொன்றின் மைய கோணத்தைத் தரும் . 
ஆகவே , ஒரு வட்டம் நீள்வட்டம் ஒன்றை நாற்புள்ளிகளில் 
வெட்டும் . ( 3 ) -ன் தீர்வுகள் 11 , 12 , 13 , 14 என்றால் 

4fb 
> 
t 

a2 + c - 2ag 

4fb 
t 12 

aa + c - 2ag 

Y111213 
இத் தீர்வுகள் தரும் மைய கோணங்கள் 61 , 62 , 63.84 என்றால் 

81 
Stan 

tan tan 
2 2 2 

2 


--- 


* 


. 


81 


tan 


( + ; + + 1 ) 


Y taDa 


DUED 


8 
2 


82 
tan 

2 


tan 


- 





வே 


84 


1 


1 


fan 


82 
tan 

2 


, 


- 


tan 


. 


+ tan 

2 


tan 

2 


2 


காக 


81 + 02 - 09 + 84 


- mr , ! 1 ஒரு முழு எண் ) 


- 


- 


ஃ , 81 + 2 + 33 + 44 

2nN 
மையக் கோணங்களின் கூட்டுத்தொகை 
இரட்டை மடங்காகும் . 
மாதிரி 15 

நீள்வட்டத்தின் L , M , N , 0 புள்ளிகள் ஒரு வட்டத்தில் 
இருந்தால் LMNO நாற்சிறையின் எதிர்ப் பக்கங்கள் நீள்வட்ட 
ஆயத்தோடு சமச்சாய்வுடையனவாக இருக்குமென நிறுவுக . 
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L , M , N , 0 புள்ளிகளின் மைய கோணங்கள் 
81 , 82 , 63.84 , எனின் 61 + 82 +89 + 04 = 2na எனக் கண்டோம் . 

LM- ன் சமன் பாடு 


COS 


+ 


81 + 12 
sin 

2 


81 
COS 

2 


2 


. LM- ன் m - 


h 

81 + 9 
cot 

2 


cot 9 + 8 


-- 


ம் மாதிரியே NO- ன் 


- 


T 
தம், 


+ 82 


P 


ts + 04 == 2nr ஆகையால் 


81 + 82 

2 


1. 


83 


K 


- 


-- 


64 
2 


1. 


பா 
பட 


cot 


( நா -3+ 1) -- 


23 +4 
cot 

2 


: 8 , 


LM- ன் m 


- 


NO- ன் m 


-- 


ஃ LM , NO கோடுகள் ஆயத்தோடு சமச்சாய்வுடையனவாக 
இருக்கும் . 


மாதிரி 16 


நீள்வட்டத்தின் L , M , N. 0 புள்ளிகள் ஒரே புள்ளிவழிச் 
செல்லும் செங்கோடுகளின் அடிகளாகும் . L , M , N வழிச் 
செல்லும் வட்டம் நீள்வட்டத்தை 0 - ல் மீண்டும் வெட்டின் 
00 நீள்வட்டத்தின் விட்டமென நிறுவுக . 


L , M , N , 0 புள்ளிகளின் 
என்றால் , 


மைய கோணங்கள் a.8 , Y , 8 


a + + y +8 = -ன் ஒற்றை மடங்கு . 
-ன் மையகோணம் 8 என்றால் , 

a + B to y too a T- ன் இரட்டை மடங்கு 
: - 8 = * -ன் ஒற்றை மடங்கு- N- ன் இரட்டை மடங்கு 

= T- ன் ஒற்றை மடங்கு 
0 , 01 புள்ளிகள் நீள்வட்ட விட்டமொன்றின் நுனி 
கனாகும் . 
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பயிற்சிகள் 17 . 


M 
கப் 


1. 9x + 16ye 144 நீள்வட்டத்துக்கு y = 3+ தொடு 
வரையாதற்கு -ன் மதிப்பு என்ன ? 


கய 
L. 


2. 4 % --- 3y 11 கோடு 233 + 3ys = 11 நீள்வட்டத்தின் 
தொடுவரை என நிறுவுக . தொடுகுத்தின் ஆயத்தொலைகளைக் 
காண்க . 


3. ஆயத்தோடு 60 ° பிறப்பிக்கும் 16 + y = 1 நீள்வட்டத் 
தின் தொடுவரைகள் தம் சமன்பாடுகளைக் காண்க : 


4. ( 2,3 ) புள்ளியிலிருந்து 9x2 + 16y2 144 நீள்வட்டத் 
துக்கு வரையும் தொடுவரைகளின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 


*** 


5. 232 + ya 

2 நீள் வட்டத்தின் செங்கோடுகள் நெட்டச் 
சோடு 45 ° சாய்ந்திருப்பின் அவற்றின் சமன்பாடுகளைக் காண்க . 


6. நீள்வட்டத்தின் 1 , 2 , 63 புள்ளிகளால் அமைந்த 
முக்கோணத்தின் பரப்பு 


--- 


2 
sin 


2ab sia 


81 


8 
sin 


தே 
2 


என நிறுவுக . 


2 


2 


7 . 


2 


= 1 நீள் வட்டத்து நேரகல நுனிகளின் மைய 


2 - 


b2 


கோணங்களைக் காண்க . 


8 . 


+ 
2 


1 நீள் வட்டம் 


அதன் உதவி 


வட்டம் 


இடைப்பட்ட நீள் வட்ட நேரகலத்தின் நீளம் 26 ( 

( 1- :) 


என நிறுவுக . 


9. நீள்வட்ட நேரகல நுனியிடத்துத் தொடுவரையின் 
சாய்வு வீதம் நீள் வட்டத்தின் மையத் தொலைத்தகவு 
நிறுவுக . 


3 


பு 


10 . A cos + ysino = p கோடு 

1 நீள்வட் 

a2 
டத்தைத் தொட்டால் P3 as cosa + b ? sin2 . 
நிறுவுக . 


- 
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11. குறித்த இரு புள்ளிகளிலிருந்து ஒரு 

புள்ளியின் 
தொலைகள் கூடிய தொகை மாறா ராசியெனின் , அப் புள்ளியின் 
இயங்குவரை ஒரு நீள்வட்டமென நிறுவுக . 


12. நீள்வட்ட உயிர்ப் புள்ளிகளிலிருந்து ஒரு தொடு 
வரைக்கு - வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகள் SY , S Y ; P 
இடத்துச் செங்கோடு நெட்டச்சினை வெட்டும் புள்ளி G எனின் 


1 
+ 

S Y 


- 


2 

என நிறுவுக . 
PG 


13 . 


y2 


+ 


= 1 - ன் நேர்குத்தான POP , Q0Q இரு 

1 
ha 


- 


42 


1 

1 
நாண்கள் நிலைப்புள்ளி 0 வழிச்செல்லின் 

+ 
PO.OPI Q0 . 0Q 




= மாறா ராசியென நிறுவுக . 


14. நேர்குத்தான 

இருநிலைக் 

கோடுகளில் நுனிகள் 
இருக்குமாறு ஒரு கோடு இயங்குமாயின் , அக் கோட்டில் குறித்த 
ஒரு புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு நீள்வட்டமென நிறுவுக . 
கோட்டின் நீளம் 20 அங்குலம் . நுனி ஒன்றிலிருந்து குறித்த 
புள்ளியின் தொலை 8 அங்குலம் எனின் , நீள்வட்டத்தின் மையத் 
தொலைத்தகவு யாது ? 


15. குறித்த புள்ளியையும் , குறித்த கோட்டையும் நிரலே 
உயிர்ப்புள்ளியும் உயிர்க்கோடும் ஆகக் கொண்ட நீள் வட்டக் 
குற்றச்சு நுனியின் இயங்குவரை என்ன ? 


16 , * 


+ 


= 1 நீள் வட்டத்தின் உயிர்ப் புள்ளி 


நாண் 


ஒன்றின் நுனிகள் தம் மையக் கோணங்கள் 


a , நீ எனின் 


COST 


-- 


e COS 


என நிறுவுக 


-2 


2 


ya 


17 . 


b2 

= 1 நீள்வட்ட 


உயிர்ப்புள்ளி 


நாணுக்கு , 


புள்ளி 


அதன் நுனிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் 
நீள்வட்ட மையம் இவற்றிலிருந்து வரையும் நேர் குத்துக் 
கோடுகளின் நீளங்கள் நிரலே ற , 4 எனின் pq = b2 என நிறுவுக . 
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18 . ஒரு நீள் வட்ட விட்டத்தின் நீளம் d எனின் இவ் , 
விட்டத்துக்கு ஒருபோகான உயிர்ப்புள்ளி வழி நாண் நீளம் 
202 நிறுவுக . 

இங்கு 2a நீள்வட்ட நெட்டச்சின் 


என 


நீளமாகும் . 


2 


19 . 


* 


* 


- 


1 - ன்ன , நீ மைய கோணங்களுடைய 


2 


புள்ளிகளை 


இணைக்கும் 


கோடு 

நெட்டச்சில் 


ஒருநிலைப் 


tan 


tan 

2 


தி 
2 


-ன் 


மதிப்பு நிலை 


புள்ளி வழிச் சென்றால் 
யாகும் என நிறுவுக . 


20. ஒரு நீள்வட்டத்தின் PSP , QSQ உயிர்ப்புள்ளி நாண் 
கள் . PQ விட்டம் எனின் நெட்டச்சில் ஒரு நிலைப் புள்ளிவழி P Q 
செல்லுமென நிறுவுக . இந் நிலைப்புள்ளி யாது எனக் காண்க . 

21. நீள் வட்டத்தின் PP விட்டதுனி P இடத்துத் தொடுவரை 
யும் ஏனைய நுனி P வழிச்செல்லும் நாண் P Q வும் R- ல்வெட்டினால் 
Q இடத்துத் தொடுவரை PR- ஐ சமமாகப் பிரிக்குமென நிறுவுக . 


y2 


22 . 


+ 


= 1 நீள்வட்டத்தின் செங்கோணம் இடைப் 


பட்ட இரு 


விட்டங்கள் 


CP , 


CQ 


எனின் 


1 


Copy 


1 
CP2 


- 


1 
CQ2 


1 
+ 

. 


என நிறுவுக . 


2 


a2 


23 . செங்கோணத்தில் வெட்டும் இருவிட்டங்களின் நுனிகளை 
இணைக்கும் நாண்கள் , நீள்வட்ட மையத்திலிருந்து நிலைத்த 
தொலையில் இருக்குமென நிறுவுக . 


24. நீள்வட்டத்தின் உயிர்ப்புள்ளி S- ஐயும் , நீள்வட்டத்தின் 
P புள்ளியையும் இணைக்க , வருங் கோட்டினை விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டம் உதவி வட்டத்தினைத் தொடுமென நிறுவுக . 


25. நீள்வட்டத்தில் வரைந்த ஒரு நாற்சிறையின் முப் பக்கங் 
கள் குறித்த முக்கோடுகளுக்கு ஒருபோகாக இருப்பின் , நான் 
காவது பக்கமும் ஒரு நிலைத்த கோட்டுக்கு ஒருபோகாக இருக்கு 
மென நிறுவுக . 
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26 . 


--- 


-- 
4 


1 நீள் வட்டத்தின் P இடத்துத் தொடு 


Q2 


வரை நெட்டச்சு நுனிகள் A , A இடத்துத் தொடுவரைகளை நிரலே 
1 , M புள்ளிகளில் வெட்டினால் AL . AM = b2 என நிறுவுக . 


y2 


27 . 


+ 


= 1 நீள்வட்டத் தொடுவரை ஒன்றுக்குக் 


குற்றச்சில் மையத்திலிருந்து 4a2 2 தொலையில் இருக்கும் இரு 
புள்ளிகளிலிருந்து வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் தன் பெருக் 
கத்தின் கூட்டுத் தொகை 2a ? என நிறுவுக . 


28. நீள்வட்டத் தொடுவரை ஒன்றுக்கு உயிர்ப்புள்ளிகள் நீள் 
வட்ட மையம் , நீள்வட்ட முனைகள் இவற்றிலிருந்து வரையும் 
நேர்குத்துக் கோடுகளின் நீளங்கள் நிரலே , , c , a , a எனின் 
23 ( aa 

c2 ) என நிறுவுக . 


PM 


29. நீள் வட்டத்தின் P1 , P2 புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரை 
கள் செங்கோணத்தில் Q- ல் வெட்டுகின்றன . அத் தொடுவரை 
களுக்கு நீள்வட்ட மையத்திலிருந்து வரையும் நேர்குத்துக் கோடு 
களின் நீளங்கள் P1 , P. எனின் , 
P1 • QP ] = ps . QP2 என நிறுவுக .. 


30. நீள்வட்டம் ஒன்றின் நேர்குத்தான இரு தொடுவரைகள் 
வெட்டும் புள்ளியிலிருந்தும் , நீள் வட்ட மையத்திலிருந்தும் தொடு 
நாணுக்கு வரையும் நேர்குத்துக்கோடுகளின் பெருக்கத்தொகை 
மாறா ராசியாகும் என நிறுவுக .. 


* 


31 . 


4 


1 நீள்வட்டத்தின் 9 இடத்துத் தொடு 


32 


வரை உதவி வட்டத்தை மையத்தில் செங்கோணம் பிறப்பிக்கும் 


1 


இரு புள்ளிகளில் வெட்டின் 


= 1 + sin 28 என நிறுவுக . 


. 


32. நீள் வட்டம் , அதன் உதவி வட்டம் இவற்றின் P , Pr 
பள்ளிகள் 

ஒத்தனவாயின் P , PI இடத்துத் தொடுவரை 
நெட்டச்சில் வெட்டும் என நிறுவுக . 
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33 . 


} 


- 


பூ 


அதிபரவளையத்திலிருந்து 
வரையும் தொடுவரைகள் 


12 


- 
- 


நீள் வட்டத்துக்கு 


b2 


ஆயத்தோடு நிரப்புங்கோணங்களைப் பிறப்பிக்கும் என நிறுவுக . 


34. நீள்வட்டத்தின் { x1 , y1 } , { xg + ys ) இடத்துத் தொடு 
வரைகள் , செங்கோடுகள் நிரலே ( h , k } , ( , ) புள்ளிகளிடத்து 
வெட்டின் a2 == e , hx1x2 , b47 = -aa e2 k y1y2 என நிறுவுக . 
* நீள்வட்டத்தின் மையத் தொலைத்தகவு ஆகும் . 


35. நேர்குத்தான இரு கோடுகளைத் தொடும்படி ஒரு நீன் 
வட்டம் நகருமாயின் அதன் மையத்து இயங்குவரை ஒரு வட்ட 
மென நிறுவுக . 


36 


1 - ன் R ( மையக் கோணம் ) புள்ளியை 


CS 


b2 


S , S . உயிர்ப்புள்ளிகளோடு இணைக்கவரும் RS , RS கோடுகள் 
மீண்டும் நீர் வட்டத்தை P , புள்ளிகளில் வெட்டின் , P. புள்ளி 
களிடத்துத் தொடுவரைகள் 


a cos 8 


b (1+ ) 
1 


{ 


Sine 


뿌 


பயம் .-LEU 


-ல் வெட்டுமெனவும் , 


} 


R இடத்துச் செங்கோடு இப்புள்ளிவழிச் செல்லுமெனவும் நிறுவுக . 

R நீள்வட்ட வரையில் இயங்குமாயின் இப் புள்ளியின் 


12 


இயங்குவரை ( 1 + e ” } 2 


aa 


+ - ( 1 - e ) 2 12- = { 1 + e2 ) 2 எனவும் 


PO- ன் சமன்பாடு * cos 0 + * ( * ) 


sin + 1 = 0 


எனவும் நிறுவுக . 


37 . 


2 


+ 


= 1 - ன் நேரகல நுனியிடத்துச் செங்கோடு 


2 


52 


- 


ae3 என நிறுவுக . இங்கு C 


நெட்டச்சினை G- ல் வெட்டின் CG 
நீள்வட்டத்தின் மையமாகும் . 


38 . e மையத் தொலைத்தகவுடைய நீள் வட்டத்தின் நேரகல 
துனியிடத்துச் செங்கோடு குற்றச்சின் நுனிவழிச் சென்றால் 
24 + 42 1 என நிறுவுக . 
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39 . 


+ 


1 நீள்வட்டத்தின் செங்கோடு ஒன்று 


22 


ஆயங்களோடு சம கோணங்களைப் பிறப்பிப்பின் , இக் கோடு 
ஆயங்கள் 

இவற்றால் அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்பு 
( a2 - b2 } 2 

என் நிறுவுக . 
2 ( a2 + b2 ) 


40 . E மையத் தொலைத் தகவுடைய நீள் வட்டத்தின் 

மையக் கோணங்களுடையப் புள்ளிகளிடத்துச் 
செங்கோடுகள் இடைப்பட்ட கோணம் எனின் 


8 , 2 


> 


2 cot w 


-- 


sin 20 என நிறுவுக . 


11 


காக 


12 


41 . 


+ 


1 நீள்வட்டத்தின் d இடத்துச் 


14 


5 


- 


- 2 


என 


செங்கோடு அதனை 2 - ல் வெட்டின் , cos ! 
நிறுவுக . 


3 


42 


1 நீள்வட்டத்து நெட்டச்சோடு 


a2 


52 


4 


- 


கோணம் பிறப்பிக்கும் 

பிறப்பிக்கும் PCQ விட்டத்தின் நீளம் என்ன ? 
P இடத்துச் செங்கோடு , CP இவற்றிடைப்பட்ட கோணத்தின் 

a2 | h2 
இருக்கை ( Tangent ) 

என நிறுவுக . 

a2 + b2 
43. உயிர்ப்புள்ளி வழி நாண் நுனிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளி வழி , நெட்டச்சுக்கு ஒருபோகான 

கோடு 
நாணினைச் சமமாகப் பிரிக்குமென நிறுவுக . 

44. நீள்வட்டம் , அதன் உதவி வட்டம் இவற்றில் இருக்கும் 
ஒத்த இரு புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் 
இயங்குவரை ஒரு வட்டமென நிறுவுக . 

45. PNP நீள்வட்டத்தின் இரட்டைக் குத்தாயம் , C மையம் 
P இடத்துச் செங்கோடு CP - ஐ வெட்டும் புள்ளி R எனின் R- ன் 
இயங்குவரை ஒரு நீள்வட்டமென நிறுவுக . 

46. நீள்வட்டத்தின் புள்ளிகளை அனைத்திடத்துச் செங்கோடு 
கள் உயிர்ப்புள்ளிகள் இடைவழியே செல்லுமென நிறுவுக . 
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47. P இடத்துச் செங்கோடு நெட்டச்சு குற்றச்சுகளை நிரலே 
G , 8 புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . a2 CG2 + b2 Cga is ( a2 --- b2 ) . 
எனவும் உயிர்ப்புள்ளிகளிலிருந்து P- ன் தொலைகள் , 1 எனின் 
PG2 

எனவும் நிறுவுக 
TTI 


-- 


48. நீள் வட்டத்தின் P இடத்துச் செங்கோடு ஆயத்தினை 
G- ல் வெட்டின் , PG- ன் நடுப்புள்ளி இயங்குவரை ஒரு நீள் வட்ட 
மென நிறுவுக . 

49. நீள்வட்டத்தின் P இடத்துச் செங்கோடு நெட் 
டச்சினை G- ல் வெட்டுகிறது . செங்கோட்டில் PG = PQ 
என்றிருக்க Q புள்ளியை எடுத்தால் , Q- வின் இயங்குவரை 
என்ன ? 


50 . 


42 * 2 


6. 


1 நீள்வட்டத்தின் மையம் C , P புள்ளிக்கு 
ஒத்த உதவி வட்டத்துப் புள்ளி p , Cp- ன் நீட்சி x2 + y2 = 
4 ( a + b ) 2 

வட்டத்தை வெட்டும் புள்ளி Q எனின் , PQ 
y2 

4 . நீள்வட்டத்தின் 

செங்கோடென 
( 2a + b ) 2 

( 2b + a ) 
நிறுவுக . 


- 


12 


a2 


b2 


28. T ( 11 , 11) - லிருந்து 

= 1 - க்கு வரையும் தொடு 
வரைகளின் தொடு நாண் PQ- க்கு சமன்பாடு காண்க . 
T , P , Q- ஐ நிரலே ( x1 , y1 ) , ( x2 , y2 ) , ( xy , ys ) எனக் கொள்க . 


P / ( x2 , 42 ) 

/ 


( X + , yi ) 

T 


M ( x3,43) 


படம் -95 
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P இடத்துத் தொடுவரை 


y : 2 
h ? 


1 


yys 


... ( 2 } 


- 


இடத்துத் தொடுவரை 

h2 
இவ்விரு 

தொடுவரைகளும் ( y ) 
K1x2 } ly . 
* 

1 
a2 


வழிச் 


செல்வதால் 


... ( 3 ) 


- 


X1Xg 


yys 


--- 


- 


! 


( 3 ) . ( 4 )-ஆல் P ( 82.2) , Q ( x , ys ) புள்ளிகள் 


yye 


M 


ளவெனக் காணலாம் 


yyı 
* 

2 


- 


PQ- ன் சமன்பாடு 


1 


மாதிரி 17 

உயிர்வட்டப் புள்ளியிலிருந்து நீள் வட்டத்துக்கு வரையும் 
தொடுவரைத் தொடுநாண் ஒரு நீள் வட்டத்தைத் தொடும் என 
நிறுவுக . 


y2 


+ 
a ? 

be 


புள்ளி 


நீள்வட்டத்தின் சமன்பாட்டினை 

1 

எனக் 
கொண்டால் அதன் உயிர் வட்டம் x 2 + y2 = a2 + b2 ஆகும் . 
இவ்வட்டத்துப் 

ஒன்றின் ஆயத்தொலைகளை 
( M/ a2 + becos 8 , V/ a + basing ) எனக் கொள்ளலாம் . இப்புள்ளி 
யிலிருந்து நீள்வட்டத்துக்கு வரையும் தொடுவரைத் தொடு 
நாணின் சமன்பாடு 
XVa + b2 cos yoa + b 100 
- 

1 
02 

b2 
* cos 8 y sin 8 
அ - து ) 

vb2 + b2 
வே , இக்கோடு தொடும் நீள் வட்டம் 


- 


+ 


va T be 


+ 


g2 


) 


1 


62 


Va2 + b2 


y2 


( அ - து ) 


1 
a ? + b2 


a4 + 


h4 


நீள் வட்டம் 


239. 


18 


29 


+ 


1 தீன் வட்டத்தைச் சார்ந்த ( x ) , y1 ) - ன் 


- 


52 


துணைக்கோடு . 


R 


படம் - 96 


| - 


படம் - 97 


P வழிச் செல்லும் கோடு நீள்வட்டத்தினை Q , R- ல் வெட்டும் 
எனவும் , Q , R இடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி 
T ( h , k ) எனவும் கொள்ளுவோம் . நான் இயங்குவரை P- ன் 
துணைக்கோடாகும் . 
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T- லிருந்து வரையும் தொடுவரைகளின் தொடு நாண் QR 
ஆகையால் QR- ன் சமன்பாடு 


xh yk 

1 

b2 
இக் கோடு ( x1 , y1 ) வழிச் செல்வதால் 


* h 


yrk 
b2 


1 


வ 


இக் கட்டுப்பாடு உண்மைப்பட ( h , k ) எப்போதும் 

yy1 
+ 

1 கோட்டில் இருத்தல் வேண்டும் . 
ஆகவே , ( x1, y1 ) - ன் துணைக்கோடு 


* 1 


ועץ 


a2 

+ 


62 ) 

= 1 ஆகும் . 


இங்கு ( x1 , y1 ) இடத்துத் தொடுவரை , ( 31 , y1 ) - லிருத்து 
வரையும் தொடுவரைகளின் தொடு நாண் , ( x1 , y1 ) - ன் துணைக் 
கோடு இவற்றின் சமன்பாடுகள் ஒன்றுபோல் இருப்பதைக் 
காணலாம் . ( xl , y1 ) நீள்வட்டத்தின் வெளியே இருப்பின் அதன் 
துணைக்கோடு தொடுநாண் என்பதும் , ( x ] , y1 ) நீள்வட்டத்தில் 
இருப்பின் அதன் துணைக்கோடு ( x1 , y1 ) இடத்துத் தொடுவரை 
என்பதும் கருதற்பாலன . 


- 


உயிர்ப் 


கிளைத்தேற்றம் : - S 
உயிர்க்கோடாகும் , 


புள்ளியின் 


துணைக்கோடு 


S- ன் ஆயத்தொலைகள் ( ae , 0 ) 


ஃ ( ae , 0) -ன் துணைக்கோடு 


( அ - து ) x -- 


இது S- ன் ஒத்த உயிர்க்கோடாகும் . 


30. P- ன் துணைக்கோடு Q வழிச் சென்றால் Q- ன் துணைக் 
கோடும் P வழிச் செல்லும் . 


12 


நீள் வட்டம் 


+ 


என்றும் , 


13 


P , Q புள்ளிகள் 


{ x1 , y1 ) ( x2 , ys ) என்றும் கொள்வோம் . 


- 
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P- ன் துணைக்கோடு * + - 1 


இக்கோடு ( x2 , ya ) வழிச் செல்வதால் 
X2 * ya y1 

1 


- 


a2 


+ 


52 


y2 ) 
ஆகவே , (x1 , y1 ) புள்ளி 

= 1 - ல் இருக்கும் ; 
அஃதாவது P , Q- ன் துணைக் கோட்டில் இருக்கும் . 
ப 31. நீள்வட்டத்தைச் சார்ந்த , ஒரு கோட்டின் துணைப்புள்ளி , 
1 - ஐச் சார்ந்த 

lx + my + n = 0 - ன் 
புள்ளியைக் காணவேண்டுமெனக் கொள்வோம் . 
lx + my + n = 0 - ன் துணைப்புள்ளி ( x1 , y ) எனக் கொள் 
வோம் . 


+ 


துணைப் 


b2 


XX1 


+ 


இச் சமன் 


( x , y ) - ன் துணைக்கோடு 

yy1 
+ 
02 

h2 
lx + my + n = 

xx1 
= 0 , 21-1 = d 

a2 
பாடுகள் ஒரே கோட்டினைக் குறிக்கும் . 
1 

1 
ay 


m 


* 


b2 


21 


bam 


ஆகவே , 31 = 


aa / 


bam 


lx + my + n = 0 - ன் துணைப்புள்ளி 


( - * 


2 


3 


ba 


1 - ஐச் சார்ந்த 


32. ( x1 , y1 ) ( x2 , y2 ) புள்ளிகள் 
துணை இய புள்ளிகளாவதற்குரிய கட்டுப்பாடு . 


a2 


( x1 , y1 ) - ன் துணைக்கோடு ( x ,, y2 ) வழிச் சென்றால் ( x1 , yu ) , 
( x2 , y2 ) துணை இயப் புள்ளிகள் (Conjugate Points ) 
எனக் 
கண்டோம் . 


16 
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+ 


yyl 


1 


(31 , 1 )-ன் துணைக்கோடு 


a2 


52 


இக் கோடு ( as , y ) வழிச் செல்வதால் 
X ] X2 y ] 12 

1 
b2 


- 


* 2 


32. Ix + my + n 0 , 11 x + } }} ] y + ny 

0 , 11 x + } } } ] y + n s . 0 கோடுகள் 
1 - ஐச் சார்ந்த துணை இய கோடுகளாவதற்குரிய 
கட்டுப்பாடு . 


y2 


22 


- 


1 - ஐச் சார்ந்த Ix + my + n 


0 - ன் 


02 * 12 


b2 


g21 


bam 


- 


துணைப்புள்ளி 


இப் புள்ளி 11x + m y + n1 - ( -ல் இருந்தால் 
a21 

b2m 

+ n 50 


1, ( - * ) + 


+ m ] 


( - ) 


( அ - து ) aalll + bammy 


nn 1 


மாதிரி 18 


உயிர்ப் 

புள்ளிவழிச் செல்லும் துணை இயக் கோடுகள் 
இடைப்பட்ட கோணம் செங்கோணம் என நிறுவுக . உயிர்ப் 
புள்ள வழிச் செல்லும் துணை இயக் கோடுகள் 1x + my + n = 0 , 
41x + m y + n 20 எனக் கொள்க . 

இவை துணை இயக் 
கோடுகள் ஆகையால் 


- 


all ] + b2mmy nh ] 
| x + my + n = ) , lix + my + n = 0 உயிர்ப்புள்ளி 
வழிச் செல்வதால் 


- 


.. 


lae + n - 0 , 11 ae + n1 0 

in1 : lly aze2 
இம் மதிப்பை ( 1 ) -ல் ஈடாக்கின் 
atlly + bamm ] = 

ll , are2 
( அ - து ) 1l1 a2 ( 1 - ee ) + be mm1 = 0 
( அ - து ) lly be + b2 mm = 0 
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* வ 


( அ - து ) (( -1 ) ( -4 ) 


1 


Ix + my + n = 0 , 11x + my + m = 0 கோடுகளிடைப் 
பட்ட கோணம் செங்கோணமாகும் . 


மாதிரி 19 


1 


y2 


+ 


a2 


2 = 1 நீள் வட்டத்தின் செங்கோடுகளின் 


புள்ளிகள் இயங்குவரை 


h6 


a6 
* x + 

ya 


( a2 - b2 ) 2 என நிறுவுக . 


- 


+ 


= 1 நீள்வட்டத்தின் 


19 


இடத்துச் செங்கோடு 


52 


by 


( a2 -- be ) 


sing 


COS 6 
( x1 , y1 ) எனக் 


இதன் 


துணைப்புள்ளி 


கொண்டால் செங் 


XXI 

+ 


yy ] 


கோட்டின் சமன்பாடு 


1 


( 2 ) 


a2 


62 


( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகள் ஒரே கோட்டினைக் குறிப்பதால் 

11 
12 

1 
-h 
Cosg Sing 


X1 cose 


1 


( அ - து ) 


- 


} l_sing 

ha 


க 


a2 


- 


- 


52 


a3 


1 


53 


1 


cosG 


sin g = 


- 


. 


-- 


x 


52 - 


நட் 


y1 


53 


2 


( 1 ) + ( 


* ) 


-- 


1 


22 


y 


06 


56 


( அ - து ) 


+ 


( a2 - b2 ) 2 


X 2 


a6 


bs 


... ( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை 


* 2 * 


p2 = ( as - bi) 
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மாதிரி 20 


1 


நீள் வட்டத்தின் உதவி வட்டத் 


ya 
+ 
a ? 

b2 


தொடுவரைகளின் நீள்வட்டத்தைச் சார்ந்த துணைப்புள்ளியின் 


12 


1 


ya 
64 


- 


இயங்குவரை 


என நிறுவுக . 


44 - 


உதவி வட்டத்தின் சமன்பாடு x2 + y2 

உதவி 
வட்டத்துத் தொடுவரை ஒன்றின் நீள்வட்டத்தைச் சார்ந்த . 
துணைப்புள்ளி ( x1 , y1 ) எனக் கொள்க . 


ஃ ( x1 , y1 ) - ன் நீள்வட்டத்தைச் சார்ந்த துணைக்கோடு 
உதவி வட்டத்தைத் தொடும் . 


-- 


( x1 ,>1)-ன் துணைக்கோடு + } 


1 . 


இக் கோடு உதவி வட்டத்தைத் தொட்டால் 


2 


a2 


- 


b2 * 1 
a2 y1 


( + };) 


b4 


( அ - து ) ** 


- 


1 


( அ - து ) 


* 


+ 


b4 


- 


. ( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை 


+ 


- 


1 
ae 


a+ 


54 


பயிற்சிகள் 18 


1 . 


12 


க + 


= 1 நீள்வட்டத்தைச் சார்ந்த துணை இயம் 


9 


புள்ளிகளில் இரண்டு ( -6 , :4) ,( 4, 5 


15)(453 ) 


என நிறுவுக , 


- 
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2. Ix + my na | கோட்டின் 


= 1 நீன் வட்டத் 


02 * 12 


+ 


= 4 - ல் இருப்பதற்குரிய 


52 


தைச் சார்ந்த துணைப்புள்ளி 
கட்டுப்பாடு என்ன ? 


3. A இடத்துச் செங்கோட்டின் துணைப்புள்ளி B இடத்துச் 
செங்கோட்டில் இருப்பின் , B இடத்துச் செங்கோட்டின் துணைப் 
புள்ளி A இடத்துச் செங்கோட்டில் இருக்குமென நிறுவுக . 


p2 


4 .. 


- 


+ 


1 


நீள்வட்டத்தின் 


CQ விட்டம் 


aa 


இடத்துச் செங்கோட்டோடு துணை இயக் கோடாக இருப்பின் , 
CP- யும் Q இடத்துச் செங்கோடும் துணை இய கோடுகளாகும் 
என நிறுவுக . 


2 


5 . 


+ 


1 - ன் இரு துணை இய கோடுகள் நெட்டச்சு 


கே 


2 


x2 

2y2 
நுனிகள் வழிச் சென்றால் , + a 1 வளைவரையில் வெட்டு 

52 


மென நிறுவுக . 


y2 


6 . 


+ 


- 


1 நீள்வட்டச் செங்கோடுகளின் x + y 


Q2 


52 


= aa - b2 வட்டத்தைச் சார்ந்த துணைப்புள்ளியின் இயங்கு 

ba 
வரை 

1 என நிறுவுக . 
y2 


a ? 

+ 


x2 


7. குற்றச்சை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத் தொடுவரை 
களின் நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த துணைப்புள்ளியின் இயங்கு 
வரையைக் காண்க . 


s 


a2 


8. y2 4px பரவளையத் தொடுவரைகளின் 

1 

நம் 
நீள்வட்டத்தைச் சார்ந்த துணைப்புள்ளிகளின் இயங்குவரை 
என்ன ? 


9 . 


1 - ன் தொடுவரைகளின் 


* + y 


- 


ab 


22 * 2 


நீ 2 


வட்டத்தைச் சார்ந்த துணைப்புள்ளியின் இயங்குவரை என்ன ? 
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10. P- ன் 


12 


1 


- 


நீள்வட்டத்தைச் 


சார்ந்த 


a2 


துணைக்கோடு 

BS 


+ 


1 . 


நீள்வட்டத்தைத் தொட்டால் ,, 


1 


P- ன் இயங்குவரை 


+ 

12 


என நிறுவுக . 


- 


66 


0252 


- 


y2 
02 + 


11 . 

52 

1 நீள்வட்டத்தில் P , Q இரு புள்ளிகள் .. 
PS , QS வளைவரையில் வெட்டினால் , PQ- வின் 

துணைப் 

b2 12 
புள்ளி இயங்குவரை 

= 1 என நிறுவுக . 
( 2a2-- b ) 2 


* 


+ ( 202 


a2 


12. நீள் வட்டத்தின் P இடத்துச் செங்கோட்டின் துணைப் 
புள்ளி Q. C வழி CQ- க்கு நேர்குத்தாக வரையும் கோடு P 
இடத்துச் செங்கோட்டினை வெட்டும் புள்ளி R என்றால் , 

1 
R- ன் இயங்குவரை 
6 

என நிறுவுக . 


12 


12 


- 


+ 


46 


gal2 


13. நீள்வட்டத்தின் நாண் ஒன்று ஒரு நிலைப் புள்ளி வழிச் 
செல்கிறது . P , Q- ன் விட்ட எதிர்ப் புள்ளிகளை ( Diametrically 
Opposite Points ) நீள் வட்டத்தின் P , Q புள்ளிகள் எனின் , 
PIQ - ன் துணைப் புள்ளி ஒரு நிலைக்கோட்டில் இருக்குமென 
நிறுவுக . 

14. மையத்திலிருந்து குறித்த தொலை d க்கு அப்பால் 
இருக்கும் கோடுகளின் 

= 1 நீள் வட்டத்தைச் சார்ந்த 
துணைப் புள்ளி இயங்குவரை என்ன ? 


+ 

52 


- 


15 . 

y2 
+ 

1 
aa 

நீள் வட்ட 
b2 

நாண்கள் 

மையத்தோடு 
90 ° பிறப்பிப்பின் , அவற்றின் துணைப் புள்ளிகள் இயங்குவரை 

1 1 
+ என நிறுவுக . 
52 


pa 
4 


a4 


a2 


16 . 


y2 


+ 


be 


நீள் வட்டத்தின் 


தொடுவரைகள் 


a + b நீள்வட்டத்தினை வெட்டும் 
5 

இடத்துத் 
தொடுவரைகள் செங்கோணத்தில் வெட்டுமென நிறுவுக . 
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17 . 


P புள்ளியின் 


+ -1, * + -1 


நீள் 


42 * 2 


வட்டங்களைச் சார்ந்த துணைக் கோடுகள் Q- ல் வெட்டுகின்றன 
lx + my + n 0 கோட்டில் P இருப்பின் -ன் இயங்குவரை 

1 
+ xy + mx + ly 

0 என நிறுவுக . 
b2 


34. குறித்த நடுப் புள்ளியைக்கொண்ட நாணின் சமன்பாடு 


-- 


| 


+ 

52 


P 


நீள்வட்டத்து நாண் ஒன்றின் 
நடுப் புள்ளி 0 ( x1 , y1 ) எனக் 
கொள்வோம் . 


No ( x , y ) 


செல்லும் 


( x1 , y1 ) வழிச் 
நாணின் சமன்பாடு 


: - 1 


y y 
sima 


cos8 


படம் .98 


இங்கு இந் நாண் x- ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணம் 8 , ( x , y ) , 
( x1 , y1 ) புள்ளிகளிடைப்பட்ட தொலை " . இக்கோட்டில் OP == 
எனின் . P- ன் ஆயத்தொலைகள் 

( 31 + / cos 0 , y + / sina ) 


படி 


இப்புள்ளி நீள்வட்டத்தில் இருந்தால் 
( x + r cos 1 ) 2 ( y1 + r sin o ) 2 

1 
a2 

2 
Cos28 sin20 
( அ - து ) 

x1cost , ysical 
+ 

rs + 2 
ha 

h ? 


+ 


- 12 


+ 


1 


0 


- 


( x ) , V1 ) PQ- வின் நடுப் பள்ளியாதலால் இச் சமன்பாட்டால் 
வரும் 7 - ன் மதிப்புகள் அளவொற்றுமையும் குறி வேற்றுமையும் 
உடையனவாக இருக்கும் . 
* 1cos 8 sina 

0 . 


- 


h 
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sind 


( அ - து ) 


b2x1 
a y 


COS 


- 


நாணின் சமன்பாடு 


x1 
Cosa 


- 
- 


} -y1 
sin @ 


* 1 


cOS 


- 


- 


sin @ 


- 


a2 y ] 
b2 * 1 

* 


( அ - து ) 

1 

> 
( அ - து ) b2x ) ( x -- x } ) + ay1 ( y - y ] ) = 0 . 

X81 yyl 1 
( அ - து ) 

33 

ba 
( அ- து ) T = S .. 


+ 


x 2 
a2 


+ 


J2 


மாதிரி 21 . 


+ 


y2 


- 


A2 


1 


+ 


ya 

1 நீள் வட்டத்தைத் தொடும் 
B2 

b2 
நீள்வட்ட நாண்களின் நடுப் புள்ளிகள் இயங்குவரை 


* 2 
A2 


B2 


24 + 82 


* = ( * + :) " 


என நிறுவுக . 


3 


as 


1 - ன் நாண் ஒன்றின் நடுப் புள்ளி ( x1 , 11 ) 


என்க . 


XX ] 


நாணின் சமன்பாடு , 


yy1 
+ 

b2 


y12 


+ 


( 1 ) 


a2 


b2 


lx + my + n = 0 கோடு , 


+ 


= 1 நீள்வட்டத்தைத் 


A2 


B2 


தொட்டால் A212 + Bam ? 


- 


ஃ ( 1 ) கோடு 


* 2 
A2 


y2 


+ 


-- 


1 - ஐத் தொட்டால் , 


B2 


2 


AS 


( ) + B 


* 12 


) = ( 


( 3 ) 


+ 


52 


) 


( x , y ) - ன் இயங்குவரை . 


A2 


04 + Be y2 


y212 
h2 


64 - 


+ 


2) 


02 
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மாதிரி 22 


உயிர் வட்டத்திலிருந்து 


* + -1 


நீள்வட்டத்துக்கு 


வரையும் தொடுவரை தொடுநாணின் நடுப்புள்ளி இயங்கு 

x2 + y2 
வரை 

என நிறுவுக . 
a ? + b ? 


- 


( 


y2 , 2 
+ 

52 


உயிர் வட்டத்தின் சமன் பாடு x2 + y = a2 + b2 இவ் 
வட்டத்திலிருக்கும் புள்ளியொன்றின் ஆயத்தொலைகள் ( h , k ) 
எனக் கொள்க . 


h2 + k : = a2 + b2 . 

( 1 ) 
(h , k ) - லிருந்து நீள் வட்டத்துக்கு வரையும் தொடுவரைத் 
தொடு நாணின் சமன்பாடு 

xh yk 

1 
b2 

( 2 ) 


+ 


- 


... 


a2 


yy ] 


2 


- 


இத் தொடு நாணின் நடுப்புள்ளி ( x ] , y ) எனக் கொண்டால் 
தொடுநாண் சமன்பாடு 
* + 

y12 
b2 12 ) 

( 3 ) 
( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகள் ஒரே கோட்டின் சமன்பாடுகளா 
கையால் 

h k 
22 b2 

1 
2 
X1| 

} 11 

2 
a2 

12 


31 


a2 


- 


2 


X ] 


31 
( அ - து ) he 

} ] 
+ 

2 
இம் மதிப்புகளை ( 1 ) -ல் ஈடாக்கின் 


+ 


b2 


* 2 


+ 


= a + 62 . 


* ] 


2 


} 1 


312 


y 

2 
52 


62 


+ 


) 

( 
( அ - அ ) ( ** + %;") = = + 


( x ) , 3 )-ன் இயங்குவரை ( 3 + *)* - * + x 
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35. y = MS விட்டத்துக்கு ஒரு போகான நாண்களின் நடுப் 
புள்ளிகள் இயங்குவரையைக் காணல் . 


1/35. 


y = mx விட்டத்துக்கு ஒருபோகான நாண் ஒன்றின் நடுப் 
புள்ளி ( x1 , y1 ) எனக் கொள்க . 


xx1 


y1 


நாணின் சமன்பாடு 


Yy : = ** + 


+ 


+ 


b2 


இக் கோடு ) 


mx- க்கு ஒருபோகானதால் 


- 


- 


b2x1 
agy1 


( அ.து ) 11 


2 
aam 


X1 


b? x 


ஃ ( x1 , yr ) - ன் இயங்குவரை y = -- 

a2 m 


நீள் 


வட்டத்தின் ஒரு விட்டமாகும் . இவ் விட்டத்தின் சமன்பாட்டினை 


b2 


y = m x எனக் கொண்டால் 


M1 


aama 


be 


milli 


... 


- 


36. முற்பகுதி ( 1 ) சமன்பாட்டின் சமச்சீரால் y TN1X-க்கு 
ஒரு போகான நாண்களை y = mx விட்டம் சமமாகப் பிரிக்குமெனக் 
காணலாம் . ஆகவே நீள்வட்ட விட்டமொன்றுக்கு ஒருபோகான 
நாண்களைப் பிறிதொரு விட்டம் சமமாகப் பிரித்தால் , இவ் விட்டத் 
துக்கு ஒரு போகான நாண்களை முதல் விட்டம் சமமாகப் பிரிக்கும் . 


விட்டங்களுள் ஒன்று 

மற்றதற்கு ஒருபோகான 
நாண்களைச் சமாகப் பிரித்தால் இவை துணை இய விட்டங்கள் 
( Conjugate Diameters ) எனப்படும் இத்தகைய விட்டங்கள் 


b2 


y = mx , y = mlx என்றால் mm1 


- 
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27. ஒரு விட்ட நுனியிடத்துத் தொடுவரை , அவ் விட்டம் 
சமமாகப் பிரிக்கும் நாண்களுக்கு ஒருபோகாகும் . 


படம் -99 


y = mx + C- க்கு ஒருபோகான நாண்களை 

y = my x விட்டம் . 

b2 
சமமாகப் பிரித்தால் mm ] 

என்று நிறுவினோம் . 


-- 


= mx விட்டத்து நுனி P ( 1 ) எனக் கொள்க . 
11 = 1m1X1 

( 1 ) 
* 

yy1 
P இடத்துத் தொடுவரை 

1 
52 


- 


-- 


3 


b2 ) 


ஃ P இடத்துத் தொடுவரையின் m = -- 

aayi 
b2x1 

( 1 ) ஆல் 
aam1 

ந 2 
aam ) 


** 


} 


ஃ P இடத்துத் தொடுவரை y = mx + -க்கு ஒருபோகாகும் . 

துணைத்தேற்றம் . CP . CD துணை இய இரு அரை விட்டங் 
களுள் ஒன்று மற்றொன்றின் நுனியிடத்துத் தொடுவரைக்கு ஒரு 
போகாக இருக்கும் . 

38. ஒரு நாண் நுனிகளிடத்துத் தொடுவரை அந் நாணைச் 
சமமாகப் பிரிக்கும் விட்டத்தில் வெட்டும் . 

அந்நாணின் சமன்பாடு y = mx -- c எனவும் அந் நாண் 
நுனிகளிடத்துத் தொடுவரைகளின் வெட்டும் புள்ளி ( x1 , y ! ) 
எனவும் கொள்க . 


250 


ஆயத்தொலை வடிவ கணிதம் 


ஆகவே , நாணின் சமன்பாடு ( xl , yx ) - ன் தொடுவரைத் தொடு 
நாணாகும் . 


X1 


yy ] 


ஃ அதன் சமன்பாடு 


1 


a2 


y = mx + , 


yy1 
h2 


*31 
29 


+ 1 ஒரு கோட்டினைக் 


குறிப்பதால் 


1 


== 


- 


be 


a2 


VI 


asm 
X1 
52 
a2m 


( அ - து ) y1 


- 


X ] 


- 
- 


b2 
( x y ] ) , y 

3 கோட்டில் இருக்கும் . இக் 

a2m 
கோடு y = mx + c- க்கு ஒருபோகான நாண்களைச் சமமாகப் 
பிரிக்கும் விட்டமாகும் . 
/ 39. 

39. நீள்வட்ட விட்டத்துப் புள்ளியின் துணைக்கோடு துணை 
இய விட்டத்துக்கு ஒருபோகாக இருக்கும் . 


PU4 


( x \ , } } 


படம் -100 


CP- ல் இருக்கும் புள்ளி ஒன்றின் ஆயத்தொலைகள் ( x1 , y1 ) எனக் 

11 
கொண்டால் CP- ன் சமன்பாடு y 

| 


- 


* 1 


xx1 


( x , y ) - ன் துணைக்கோடு 


yya 
+ 


1 


- 


a2 


be 
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ஃ இக் கோட்டின் ‘ m 


bex | 
aayi 


CD- ன் சமன்பாடு y myx எனக் கொண்டால் 

52 


- 


b2x ] 


ay1 
ஃ . CD யும் ( x1 , y1 ) - ன் துணைக்கோடும் ஒருபோகானவை . 

40 . 
4 . 
துணை இய இரு 

நுனிகளின் 
கோணங்கள் 6 , எனின் , 8 , கோணங்களின் வேற்றுமை ஒரு 
செங்கோணமாகும் . 


அரைவிட்ட 


மைம் 


துணை 


விட்டங்கள் 

PCP , DCD 

எனவும் 
P , D புள்ளிகளின் மைய கோணங்கள் நிரலே 8 , * எனவும் 
கொள்க . 


2 


படம் - 10 


P- ன் ஆயத்தொலைகள் ( a cos 6 , b sinia ) , 

D- ன் 
தொலைகள் ( a cos , b slap ) . CP , CD துணை இய விட்டங் 
களாக இருப்பின் , P இடத்துத் தொடுவரை 

CD- க்கு ஒரு . 
போகாக இருக்கும் . 


TN 


1 


* Cos 8 y sin 0 
* P இடத்துத் தொடுவரை 

+ 

b 
X cos 8 
CD- ன் சமன்பாடு 
.. 

y slo o 
+ 

0 . 
b 
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இக் கோட்டில் D இருப்பதால் 
a cos . cos : b sin a sins 


--- 


0 


( அது ) cos.cOS + sin asin - 

cos ( 0 


2 


ஆகவே , 

P- ன் மைய கோணம் தெரிந்தால் D- ன் 
கோணத்தினைக் காணலாம் . P- ன் மைய கோணம் . 


* 


என்றால் D- ன் மைய கோணம் 9 + 


2 


..P.D துணை இய 

ய இருவிட்ட 


நுனிகளின் 


மைய 


--கோணங்கள் .. + 


எனக் கொள்ளலாம் . 


2 


41. 


துணை 


, 


எனக் 


மைய 


41. சில வடிவ கணிதப் பண்புகள் . 
நீள்வட்டத்தில் PCP , DGDI 

விட்டங்கள் 
கொள்க . ஆகவே , P , D புள்ளிகளின் 
-கோணங்கள் 0,0+ ஆகும் . 

2 
ஃ.. P , D- ன் ஆயத்தொலைகள் ( a cos 0. sine ) 
( 

usine, cOS O ) 

( 1 ) P , D புள்ளிகளின் ஒத்த உதவி வட்டத்துப் புள்ளிகள் 
P , d எனின் p c d கோணம் செங்கோணமாகும் . 


a 


படம் -102 


- 
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P- ன் 


மைய கோணம் 0 எனின் - 


Acp 


Aed 


- 


D- ன் மைய கோணம் - எனின் ஓ 

ACP pcà 


acd 


ஒ 


- 


- 


CP , CD துணை இய விட்டங்களாகையால் p - = 90 ° 

: pca = 90 


( 2 ) CP2 + CD2 a2 + 62 

aa cos2 8 + 52 sinst 
CD2 = a2 sin ? 8 + 52 cosa 8 
ஃ . CPS + CD2 a2cos ? a + aesinaa + basin2 8 + b2cosed 

= a2 + b2 . 
ப 
( 3 ) P இடத்துச் செங்கோடு CD- ஐ 

M- ல் 

வெட்டின் 
PM . CD = ab. 


H 


- 


P 


சம்- 103 


* Cose 


ysin 8 


P இடத்துத் தொடுவரை 


1 


e 


P இடத்துத் தொடுவரை CD க்கு ஒரு போகாகையால் 

C- லிருந்து P டத்துத் தொடுவரைக்கு வரையும் 


PM 


- 


1/5 நீள்வட்டத்தின் 
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நேர்குத்துக்கோடு 


1 


ab 
4 / a sin20 + b2 cos30 


cos38 


sina 6 


M 


ab 

CD 
. PM . CD ab. 


- 


- 


- 


* 


( 4 ) P , P , D , D இடத்துத் தொடுவரைகளால் அமைந்த 
ஒருபோகு நாற்சிறையின் பரப்பு 4ab ஆகும் . 
ஒருபோகு நாற்சிறை E F G H 4 ஒருபோகு நாற் சிறை CDHP 

4. CD . PM . 
4 ab . 
நெட்டச்சு , குற்றச் சாடல் 

அமைந்த நீள்சதுரப் பரப்பு . 

உயிர்ப் புள்ளிகள் S , S எளின் 
SP . SIP = CD2 . 

SP 

de cos I. 
S P a + ae cos 8 . 
ஃ . SP . S P = as (1 - e ? co82 8 ) 

= a ( sIn ? 0 + cos2 8 ) - ( a2 - b " ) coss s 
= aa sin ? 8 + b ? cos2 . 

CD2 


- 


- 


( 6 ) PICP விட்டம் சமமாகப் பிரிக்கும் QQ நாணின் 
நுனிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் T- ல் வெட்டினால் 

QV2 CD2 
cv . CT - CP2 { br 

இங்கு QQ - ன் நடுப் 
PV , VPI 


-- 


CP2 


புள்ளி V. 


படம் - 104 
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Q , Q நுனிகளின் மைய கோணங்கள் a + நீ , a - தி 
எனின் T- ன் ஆயத்தொலைகள் { a cos a sec s , b sin a sec s } 


ஃ CT2 


( a cos a sec s ) 2 + ( b sin a sec $ ) * 

( a ) cos2a + be sinaa ) sec2 s . 
T புள்ளி QQ - ஐச் சமமாகப் பிரிக்கும் விட்டத்தில் இருக்கும் 


- 


P புள்ளியின் மைய கோணம் ( ஆகும் . 

22 cos26 + 2 SID2 6 . 
CP2 sec2 p . 


ஃ CP2 
.. CT2 


- 


(41 ) 


- 


என வே , CT CP . sec . 

. ( 1 ) 
V புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 
a cos (a- c ) + a cos ( a + A ) , b sin ( a - B ) + b sin ( a + F ) 
2 

2 
( அ - து ) ( a cos a cos B , b sin a cos By 
: Cv2 = a2 cos 2 a cos2 p - ha sing a coss நீ 

( a2 cos ? a + 62 sinas ) cos3 8 

CP2 . cos ? p . 
ஃ CV CP . cos B 

... ( 2 ) 
( 1 ) , ( 2 ) ஆல் CT . CV . = CP ? 

Q- ன் ஆயத்தொலைகள் { a cos ( a + p ) , b sia ( a - B ) } 
QV2 -= x2 { cos { a + s ) - cos a cos p } 2 + b ? { sin ( a + b ) 
- sin a cos p } 2 . 

( a sina + b2 cos2 a ) sin2 p . 
= CD2 sin2 p . 
PV . VP == { PIC + CV ) CP - CV ) 

( CP + CV ) ( CP - CV ) 
CP2 CV2 


CP2 

CP2 cos2 நீ 
BUS CP2 sin2 P 

QVS CD2 
PY , VP CPS 


17 
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47 . 

ய சம விட்டங்கள் ( Equi Conjugate Diameters 
P , D துணை இய, இரு விட்ட நுனிகள் எனின் , அவற்றின் மைய 


துணை 


கோணங்கள் 4 , 5 - 


எனக் கொள்ளலாம் , 


2 


CP2 


- 


a cos29 + 2 sin2 


CD2 = 22 cos2 


{ 6 + 3 ) 


( 


2 


= as sin2 9 + be cosa g 


, CPg 


sin 8 ) 


CD2 - 

{ a2--2) ( cos2 - 
Taa b2 ) Gas 28 . 


CP = CD எனின் } 0 

1 அல்லது 


b sino 


CP- ன் சமன்பாடு y = 


5 
tale X 


- 
- 


- 


- 
-- 


h T 
tan . 

4 


b 


b 


CD- ன் சமன்பாடு ) 


tan 


- 


( 


6 + 

2 


3 ) 


h 
tan 


2 


b 


- 


துணை 


இய 


விட்டங்களின் 


சமன்பாடுகள் 


** ! - 0 ஆகும். 


ஆகவே , நீள்வட்ட அச்சுகளின் நுனிகளிடத்துத் தொடு 
வரைகளால் அமைந்த நீள்சதுரத்தின் 

வரைகளோடு 
துணை இய சம விட்டங்கள் ஒன்றியிருப்பதைக் காணலாம் . 
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72 


*2 
a2 


= 1 ( 1 ) நீள்வட்டத்து y = mx , y + mix 


கட்டுப்பாடு 


விட்டங்களைத் துணை 

விட்டங்களாக்கும் 
h2 
mm ] 

எனக் கண்டோம் . 
a2 


அத்தகைய விட்டங்கள் PCP , DCD எனக் கொள்க . PCP - ன் 
சமன்பாடு ay - A bx 502. எனின் , DCD- ன் சமன்பாடு 
a ay + bx = () ( 3 ) எனக் காணலாம் . ( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை 
விடுவித்தால் P , P - ன் ஆயத் தொலைகளும் . ( ! ) , ( 3 ) சமன் 
பாடுகளை விடுவித்தால் D , D- ன் ஆயத்தொலைகளும் 
கிடைக்கும் . P , F புள்ளிகள் ( x1 , y1 ) , ( -x1 , -y ) எனின் 

a ? 

2252 
1 

a2 --- 1252 
CP2 = CP12 312 + y12 

1 + 12 


2 


--NA 


. 


இவ்வாறே D , D புள்ளிகள் ( x2 . y2 ) ( -- x2 , -y2 ) எனின் 
22 g2 

நீ 2 
x22 = 

2 

1+ 12 
CD2 = CD 2 = 

22a2 + b2 
1+ 12 

a + 2222 
ஆகவே , CP2 + CD2 = 

A232 + 22 


= a2 + b2 . 


- 


CP 


- 


- 


CD எனின் a2 + 1252 a 2 a2 + b2 
( அ - து ) ( 12 --- 1 ) ( a2 - b2 ) 

+1 


- 


துணை இய சமவிட்டங்களின் சமன் பா 


+ 


0 . 


- 


மாதிரி 23 . 


= -ன் 1 துணை 


12 
+ 
Q2 

b2 


ய இரு விட்ட நுனிகள் P , D 


எனின் . 

( 1 ) PD- ன் நடுப்புள்ளி , 
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( 2 ) மையத்திலிருந்து PD- க்கு வரையும் நேர்குத்துக்குக் 
கோட்டு அடி, 


படி 


படம் . 105 


( 3 ) P , D இடத்துத் தொடுவரைகளின் வெட்டும் புள்ளி 
இவற்றின் இயங்குவரை களைக் காண்க . 


-- 
- 


E 


20 


P.D புள்ளிகளின் மைய கோணங்கள் , 

2 
கொண்டால் , P , D புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் நிரலே 
( a cos 9 , b sin a ) , ( - asing , bcos 8 ) ஆகும் . 
( 1 ) PD- ன் நடுப்புள்ளி Q- ஐ ( 131 ) எனக் கொள்க . 
2xy a cos 8 someona 

asina 
2y1 

b sin a to bcos 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 9 - ஐ அகற்றுக . 
211 

b 

== ( cosa - sing ) + ( sing + cost ) 2 = 2 
12 y12 

1 
( அ - து ) 

2 2 


+ 


1. 


- 


1 
ஃ ( 71 , y1 ) இயங்குவரை 

a2 

2 
( 2 ) C- லிருந்து PD- க்கு வரையும் நேர்குத்துக்கோட்டின் 
அடி N ( x1 , y1 ) எனக் கொள்க . 

CD , CP- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டங்கள் N வழிக் 
செல்லும் . 
CP- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் 

x( 3 - a cos 8 ) + y (y_bsia ) = 0 . 


- 
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( அ - து ) x2 + y2 = ax cos S + by sin s . 
CD- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் 

x ( x + asin c ) + y { y -- b cos 0 ) 
( அ - து ) x2 + ya as sin a + by cos : 
( x1 , y1 ) ( 1 ) , ( 2 ) -ல் இருப்பதால் 

* 1 * + y12 axı cos & four byı sin @ 
x 2 + y12 ax ] sin a + by cos o 


( 
2 
) 


- 


.. 


- 
- 


( 3 ) 


( 4 ) 


1 


... 


(3 ) , ( 4 )-லிருந்து 8 - ஐ அகற்றுக . 
( 3 ) , ( 4 ) சமன்பாடுகளின் தன் பெருக்கங்களைக் கூட்டினால் 

2 ( 312 + y12 ) 2 = a2x12 + b2y1 3 
ஃ ( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை 2 ( x2 + ya ) ? aaga + brya , 

( 3 ) P , D புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் ( 31+ 11 ) -ல் 
வெட்டினால் P D- ன் சமன்பாடு 

* x1 yy1 

1 
b2 


** 1 + g - 


நான் சமன்பாடு 


* 


cos (0+ 45 ° ) + 


y 
b sin ( 0 + 45 ° ) = cos 45 * 


..e 


ஃ ( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகள் ஒரே கோட்டினைக் குறிப்பதால் 
* 

31 
g2 b2 

1 
cos ( 0 + 45 ° ) sin ( + 45 ° ) 

cos 45 * 
b 


-- 


TAN 


( 4 ) 


( அ.து ) x1 av2 cos ( 0 + 45 ° ) 

y = bvasin ( 0 + 45 ° ) 
( 3 ) , ( 4 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 9 - ஐ அகற்றுக . 
* 1 

y | 
+ 

1 
கல 2 

by 
* 12 
து + 

2 
be 


ya 


ஃ ( 71 , 1 )-ன் இயங்குவரை 


2+ 
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மாதிரி 24 . 


PD , 


12 


- 


நீள்வட்டத்தைத் தொடும் என நிறுவுக . 


aa 


b2 


PD- ன் சமன்பாடு 


cos ( 0 + 45 ) + sin ( a + 45 ) 


-- 


cos 45 ° 


x cos ( 0 - 45 ) 


( அ - து ) 


y sin ( 

045 ) 
b 


1 


1/2 


| 


E + 45 ° = d எனின் , இச்சமன்பாடு 
* Cos y sin a 

51 என்று வரும் . 

b 
V2 


2 


as 1 நீள் வட்டத்தைத் தொடும் . 


(*** 


) 


2x2 


இந் நீள்வட்டத்தின் சமன் பாடு 


1 ஆகும் . 


மாதிரி 25 . 


ya 


அப 


2 


1. நீள்வட்டத்துத் தொடுவரை ஒன்று உயிர் 
வட்டத்தை Q , - ல் வெட்டின் CQ , CQ நீள் வட்டத்தின் 
துணை இய விட்டங்களாகும் என நிறுவுக . 


படம் - 106 


- 


பா 
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QQ - ன் சமன்பாடு y = mx + V { a2m2 --- 52 ) எனக் கொள் 
வோம் . CQ , CQ கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 


2 


y 


x2 + y ? 


{ a2 + b ? ) | 


- ) 


aam2 --- 52 


- 
-- 


0 


( அ - து ) ( x2 + y 2 : { aam2 + b2 } { a ? + b ? ) { y - mx } 3 
( அ - து ) x2(6x2b2 - ba ) - 2mxy ( a2 - + ba ) + ys ( as .-- a ? ma ) = 0 
( அ - து ) y2 

2mxy as + b2 ) 

a2 { 1 -- tw2 ) 
CQ , CQ , கோடுகளின் m கள் 11 , 12 எனின் ( 1 ) சமன் 

h2 
பட்டால் ml 1272 == என்று வரும் . 


பகை 


ஃ CQ , CQ துணை இய விட்டங்களாகும் . 


பயிற்சிகள் 


1. நீள் வட்டம் ஒன்றுக்கு y = re x , 3y 23 கோடுகள் 
துணை இய விட்டங்களாயின் , நீள் வட்டத்தின் மையத் தொலைத் 
தகவினைக் காண்க . 


2. 3x2 + 7y2 = 21 நீள் வட்டத்துத் துணை 

21 நீள் வட்டத்துத் துணை இய சமவட்டங்க 
களின் சமன்பாடுகளைக் காண்க . 


3 . ஒரு நீள் வட்டத்தின் துணை இய சம் விட்டங்களின் 
டைப்பட்ட கோணம் 120 ° எனின் நீள் வட்டத்தின் மையத் 
தொலைத்தகவு என்ன ? 


- 


4 . 16x2 + 25y ? 100 - ன் 5y = 4x விட்டத்துக்குத் துணை 
இய விட்டத்து நுனிகளின் ஆயத்தொலைகளைக் காண்க . 


5 . துணை இய இரு விட்ட நுனிகளை இணைக்கும் நாணின் 
சமன்பாடு x cos a + y sin a sp எனின் , a2cos ? a + b ? sinag . 

2p2 என நிறுவுக . 


6 . 


12 
ba 


1 நீள்வட்டத்துத் துணை இய இருவட்ட 


நுனிகள் P , Q எனின் , PQ2 - ( SP - SQ } 2 252 என நிறுவுக . 
இங்கு S நீள் வட்டத்து உயிர்ப் புள்ளிகளுள் ஒன்றாகும் 
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7. ஒரு நீள்வட்டத்தில் C மையம் , CP , CD துணை இய இரு 
விட்டங்கள் , PSQ ஓர் உயிர்ப்புள்ளி நாண் . P- ன் மைய கோணம் 
9 எனின் , e ( cos G + sin a ) = 1 எனவும் , PQ- வின் நீளம் அரை 
நெட்டச்சு எனவும் நிறுவுக . 


8 . 


02 

+ 


b2 

= 1 நீள் வட்டத்துத் துணை இய விட்டங்கள் 


2ab 


- 


இடைப்பட்ட குறுங்கோணம் sin - 1 


-ஐ விடக் குறை 


F69 


வாக இருக்காதென நிறுவுக . 


9 . நீள் வட்டத்துத் துணை இய இரு விட்டங்களின் இடைப் 

1 

1 
பட்ட கோணம் எனின் 

sin ? W- க்குத் தக வேறு 

CP2 CD 
படும் என நிறுவுக . 


+ 


8 


- 


5 மை 


y ? 

T 
10 . + 1 நீள் வட்டத்தின் 9 , 

2 
கோணங்களுடைய புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் துணை இய 
சம விட்டங்களில் வெட்டுமென நிறுவுக . 


11. நீள் வட்டத் துணை இய சம விட்டங்களில் ஒன்றின் 
புள்ளியிலிருந்து நீள்வட்டத்துக்குத் தொடுவரைகள் வரையின் , 
தொடுகுத்துகளின் 

கோணங்கள் கூடிய தொகை 
-ன் ஒற்றை மடங்காகும் என நிறுவுக . 
2 


மைய 


12. P புள்ளியிலிருந்து நீள்வட்டத்துணை இய சம 

சம விட்டங் 
களுக்கு PM , PN நேர்குத்துக் கோடுகளை வரையின் P- லிருந்து 
அதன் துணைக் கோட்டுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடு MN- ஐச் 
சமமாகப் பிரிக்குமென நிறுவுக . 


13. நெட்டச்சு நுனியிடத்துத் தொடுவரையைத் துணை இய 
ரு விட்டங்கள் P , Q புள்ளிகளில் வெட்டினால் , உயிர்ப் புள்ளி 
களிடத்து PQ பிறப்பிக்கும் கோணங்கள் நிமிர்க்கும் கோணங்கள் 
( Supplementary Angles ) ஆகும் என நிறுவுக . 


14. நீள்வட்ட நெட்டச்சுத் துணை இய இரு விட்ட நுனி 
களிடத்து , கோணங்களைப் பிறப்பித்தால் cot2a + cot2 / 
நிலைத்த மதிப்புடையது என நிறுவுக .. 
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15. நீள்வட்டஉயிர்ப்புள்ளிகள் இடைப்பட்ட தொலை துணை 
இய இரு விட்ட நுனிகளிடத்து 28 , 291 கோணங்களைப் பிறப்பித் 
தால் tan20 + tan 261 மாறா ராசியென நிறுவுக . 


16. துணை இய இருவிட்டங்கள் நீள்வட்டப்புள்ளி ஒன்றிடத்து 

கோணங்களைப் பிறப்பிப்பின் cote a + cot2 11 மாறா 
ராசி யென நிறுவுக . 


2 , 11 


17. துணை இய ஈரரை விட்டங்களின் நுனிகளிடத்துச் செங் 
கோடுகளின் தொடுகுத்துக்கும் நெட்டச்சுக்கும் இடைப்பட்ட 
பகுதிகள் 

பெருக்கத்தின் கூட்டுத் தொகை 
a2 ( 1 - e ) ( 2-- e ? ) என நிறுவுக . 


தன் 


18. நீள் வட்டத்தின் P , Q இடத்துச் செங்கோடுகள் PQ வைச் 
சமமாகப் பிரிக்கும் விட்டத்தில் வெட்டின் , இவற்றிடைப்பட்ட 
கோணம் 90 ° என நிறுவுக . 


19. நீள் வட்டத்தின் 

ஒரு போகு இரு தொடுவரைகளை 
மற்றொரு தொடுவரை வெட்டும் புள்ளிகள் , துணை இய விட்டங் 
களிலிருக்கும் என நிறுவுக . 


20 . 

நீள்வட்டத்தின் துணை இய இரு விட்டங்கள் உயிர்க் 
கோடு இவற்றால் அமைந்த முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு 
மையம் உயிர்ப் புள்ளியென நிறுவுக . 


21 . 

ஒரு நீள்வட்டத்தின் துணை இய விட்டங்கள் PCP , 
DCD ; P- ன் மைய கோணம் " , PP D வட்டம் நீள்வட்டத்தை 
மீண்டும் வெட்டும் 

Q 

எனின் , Q- ன் மைய 


புள்ளி 


கோணம் 


-- 


-3 என நிறுவுக . 


2 


22. நீள்வட்டத்து உயிர்ப்புள்ளி S- லிருந்து P இடத்துத் 
தொடு வரைக்கு வரையும் நேர்குத்துக்கோட்டின் நீளம் g , SP = r , 
P இடத்துத் தொடுவரைக்கு ஒரு போகான அரைவிட்டத்தின் 
நீளம் d எனின் qd = br என நிறுவுக . 


23 . துணை இய இரு விட்ட நுனிகளிலிருத்து நீள்வட்டத்துக்கு 
வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் பெருக்கத் தொகை நீள்வட்ட 
மையத்திலிருந்து அத் தொடுவரைக்கு வரையும் நேர்குத்துக் 
கோட்டின் இருபடியாகும் என நிறுவுக . 


- 
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24 . 


- 


1 - ன் P 


செங்கோடு CP -ன் 


இடத்துச் 


Q2 * 12 


52 


CD- ஐ 


Q- ல் 


வெட்டின் 


Q- ன் 


துணை 

விட்டமான 

12 b2 
இயங்குவரை 


- 


ba 
x2 + y2 


என நிறுவுக .. 


2 


25. CP , CD நீள்வட்டத்துத் துணை இய விட்டங்களின் நுனி 
கள் P , D இடத்தச் செங்கோடுகள் R- ல் வெட்டின் PD- க்கு 
நேர்குத்தாக RC இருக்குமென நிறுவுக . R- ன் இயங்குவரை 
என்ன ? 


26. நீள் வட்ட உயிர்ப்புள்ளிகளிலிருந்து துணை இய 
விட்டங்களுக்கு வரையும் நேர்குத்துக்கள் Q ல் வெட்டின் Q- ன் 
இயங்குவரை ஒரு மைய முடைய நீள்வட்டமாகும் என நிறுவுக . 


-- 


27. நிலைத்த புள்ளி Q ( xo , yo ) வழி CP- க்கு வரையும் நேர் 
குத்துக் கோடு CD- ஐ L- ல் வெட்டின் , L- ன் இயங்குவரை 
( a ) -- b ) xy -- a2 xoy + b ? yox 0 என நிறுவுக . 

29 
இங்கு நீள் வட்டத்தின் சமன்பாடு 

1 , CP , CD 

b2 
நீள்வட்டத்தின் துணை இய விட்டங்களாகும் . 


12 


கம் 


- 


துணை 


28 . 

1 

நீள் வட்டத்துத் 
52 
விட்டங்கள் Ix + my 
புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன . P , 2 இடத்து விட்டங்களுக்கு 
வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகள் R- ல் வெட்டின் , R- ன் இயங்கு 
வரை aslx + bamy = a2 + b என நிறுவுக . 


29. துணை இய விட்டங்களுக்கு ஒருபோகாக இரு நிலைப் 
புள்ளிகள் ஒவ்வொன்று வழியாக வரையும் இரு கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு நீள் வட்டமென நிறுவுகள் 


- 


2x + 3y + 6 = 0 


30 . 

15 
4 

நீள் வட்டத்து 
நாணின் நடுப் புள்ளி யாது ? 


9 


20 நீள் வட்டத்து x + 2y = 1 நாணின் 


31. 432 + 5ya 

5 8 
தடுப்புள்ளி 

21 

21 


என நிறுவுக . 
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32 . 

1 
9 4 

நீள்வட்ட நாண்கள் ( 1 , 0 ) வழிச் 
சென்றால் அவற்றின் நடுப்புள்ளி இயங்குவரையினைக் காண்க . 


33. ( h , k ) வழிச் செல்லும் 


y2 


- 


1 நீள்வட்ட நாண் 


42 


+ 

62 
22 

y2 
Q2 + 

b2 


xh 


களின் நடுப்புள்ளி இயங்குவரை 


yk 
52 


- 


Q2 * 


நிறுவுக . 


34. மையத்து 90 ° பிறப்பிக்கும் 


1 நீள்வட்டத்து 


-பா 


62 


நாண்களின் நடுப்புள்ளி இயங்குவரையினைக் காண்க . 


35. x2 + y2 


- 


c2 வட்டத்தைத் தொடும் 


1 


42 * 2 


ba 


நீள்வட்டத்து 


நாண்களின் 


நடுப்புள்ளி 


யங்குவரை 


e (* + ) - ( + ) 


+ 


என நிறுவுக . 


36. 1 நீளமுடைய 

b2 

= 1 நீல் வட்டத்து நாண்களின் 
நடுப்புள்ளி இயங்குவரையினைக் காண்க . 


8. அதிபரவளையம் 

( Hyperbola ) // 


1 ஒரு கூம்பு வெட்டின் மையத் தொலைத் தகவு > 1 
எனின் , அதனை அதிபரவளையமென வரையறுத்தோம் . 


2. அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு : அதிபரவளையத்தின் 
உயிர்ப்புள்ளி S எனவும் , உயிர்க்கோடு ZL எனவும் கொள் 
வோம் . உயிர்க்கோட்டுக்கு SZ- ஐ நேர்குத்தாக வரைக . SZ- ஐ 
* > 1 தகவுக்கேற்ப அகத்தும் புறத்தும் பிரிக்கும் A , A புள்ளி 
களைக் காண்க . 


- 


IM 


59 ) 


S 


2 


2 


S 


-- 


படம் - 107 


SA 


Az = e, 


SAI 
ZA 


A , A புள்ளிகள் அதிபரளையத்தில் இருப்பன . AA 2a , 
AAI- ன் நடுப்புள்ளி C எனக் கொள்க . 

SA = e.AZ 


SAIe.ZAT 


: - 


அதிபரவளையம் 


. 


SA - SAT e (AZ + ZA ) 
( அ - து ) SC AC + SC + CAr as e . A.A ! 
( அ - து ) 2SC = 2ae . 

SC 
SAI SA De ( ZA - AZ ) 

se [ ZC + CA ~ ( CA - ZC ) 
= 2e.ZC .. 


- 
- 


20 = e . 27C . 


a 


ZC 


ப- 


C- ஐ ஆதியாகவும் , CS- ஐ X ஆயமாகவும் , C வழி CS- க்கு 
நேர்குத்தான கோடு CY- ஐ Y ஆயமாகவும் கொள்க . 

S- ன் ஆயத் தொலைகள் ( ae , 0 ) 

அதிபரவளையத்தின் P புள்ளி ( x1 , yx ) எனவும் , P- லிருந்து 
உயிர்க்கோட்டுக்கு வரையும் நேர்குத்துக்கோடு PM எனவும் 
கொள்க . 


அதிபரவளைய வரையறையினால் 


SP 
PM 


- 


. SP2 23 PM2 

ge ) # + y = 


( அ - து ) ( x1 


- 


- 


CZ ) * 


- - (x- : 11 


1 


2aex + . 


( அ - து ) x12 -- 2aex + a2 e ? - + y 1 2 
( அ - து ) x12 ( e2 - 1 ) - 12 


1 ) 


* 1 


( அ - து ) 


12 


1 


- 


--- 


2 


as ( e2 - 1 ) 


ரக 


* 


... ( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை 

a2 ( e2 - 1 ) 
as ( 22 - 1 ) 

1 ) = b ? எனக் கொண்டால் அதிபரவளையத்தின் 
சமன்பாடு 1 என்று வரும் . e > 1 

எனவே 
2 


y2 


aa 


as ( e * -- 1 ) , அதாவது 5 மிகையாகும் . இது அதிபரவளை 
யத்தின் திட்டமான சமன்பாடாகும் . 
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3. * - - 1 அதிபரவயைம் வரைதல் . 


- 


இச் சமன்பாட்டில் y 0 எனக் கொண்டால் , x = + a 

அதிபரவளையம் ( a , 0 ) ( -a , 0 ) புள்ளிகள் அஃதாவது 
A , A வழிச் செல்லும் . 

A , A புள்ளிகள் அதிபரவளையத்தின் முனைகள் ( Vertices ) 
எனப்படும் . 
* = ) எனின் , y == = 1b . 
அதிபரவளையம் ) ஆயத்தை வெட்டாது . 

12 
இச் சமன்பாட்டை 

1 

( 1 ) 


es 


ச 


M 


... 


.. 


அல்லது 


x = + a 


M 


12 
b2 +1 


( 2 ) 


என்று எழுதலாம் . 


x2 < a2 , அஃதாவது x < a அல்லது x > -a என்றிருப்பின் 
y- க்குக் கற்பனை மதிப்புகள் வருமாதலின் A- க்கு இடமும் 
A- க்கு வலமும் வளைவரை வராது . 


( 1 ) சமன்பாட்டில் a , a- க்கு இடைப்பட்ட மதிப்பைத் 
தவிர ஏனை x- ன் மதிப்புக்கு நேர் நிலையாக y க்குக் குறி வேறுபட்ட 
ஒரே எண் மதிப்பில் இரு மதிப்புகள் வரும் . ஆகவே , வளைவரை 

ஆயத்தோடு சமச்சீருடையதாகும் . 


( 2 ) சமன்பாட்டில் y- ன் மதிப்புதோறும் x- க்குக் குறி 
வேறுபாடும் ஒரே எண் மதிப்பும் உடைய இரு மதிப்புகள் வரும் . 
ஆகவே , வளைவரை y ஆயத்தோடு சமச்சீருடையதாகும் . 


அதிபரவளையம் , y ஆயங்களோடு சமச்சீருடைத்தாதலின் 
( x , y ) புள்ளி அதிபரவளையத்தில் இருந்தால் ( x , - y ) , ( -- x , y ) , 
( - x , -- y ) புள்ளிகளும் அதிபரவளையத்தில் இருக்கும் . பின்னும் 
( x , y ) , ( - N , - y ) புள்ளிகளை இணைக்குங்கோடு ஆதிவழிச் 
செல்வதால் C வழிச் செல்லும் நாண்கள் அனைத்தையும் C சம 
மாகப் பிரிக்கும் . C அதிபரவளையத்தின் மையம் ( Centre ) எனப் 


படும் . 


x- ன் 


மதிப்பு எண்ணிலிக்குச் 
y- ன் மதிப்பும் அன்னதாகும் . 


கூடிச் 


செல்லச்செல்ல 


அ.திபரவளையம் 
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-க்குப் டன் மதிப்புகளைக் கொடுத்து அவற்றிற்கு நேர் 
நிலயான y- ன் மதிப்புகளைக் காணின் , வளைவரைப் புள்ளிகள் 
பலவற்றின் -ஆயத் தொலைகள் கிடைக்கும் . இவற்றால் அறிய 
லாகும் அதிபரவளையத்து உருவத்தினை முந்தின் பகுதிப் படத்தில் 
காண்க . அதிகரவளையம் தங்முள் வெட்டிக் கொள்ளாத இரு 
பகுதியைக் கொண்டதாகும் . 


y ஆயத்தில் CBE CB = 5 என்றிருக்க R , B புள்ளிகளை 
எடுப்பின் BB அதிபரவளையத்தின் துணையாயம் ( Caajugate 
Axis ) , AA குறுக்காயம் ( Transverse Axis ) எனப்படும் . 


t / 


1,75 


4 


நேரகலம் ( Laus Rectum 
உயிர்ப்புள்ளி வழிச் செல்லும் இரட்டைக்குத்தாயம் நேரகலம் 
எனப்படும் . LL - ஐ நேரகலமெனக் கொண்டால் 


SL = e . SZ 


ak( e - 1 ) 


e ( CS 


- 


CZ ) 


pla 


- 


ய 


e 


ae 


e 


dae 


பாம் 


1 ) 


a ( e2 
52 


- 


4 . 


- 
- 


aceti 
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நேரகலம் 


கடா 
-- 


( 


5 . ரெண்டாவது 

உயிர்ப்புள்ளியும் உயிர்க்கோடும் : 
AI- ன் நீட்சியில் CS == ae என்றிருக்க S புள்ளியும் , CA - ல் 


- 


e 


CZ என்றிருக்க Z புள்ளியும் எடுத்து Z வழி CZ - க்கு 
நேர்குத்தாக Z L - யும் Z L- க்கு நேர்குத்தாக P M- யும் வரைக .. 

SIP 

= e என்றிருக்க P இயங்குமெனக் கொள்வோம் . 
PM 
P- ன் ஆயத்தொலைகள் ( x1 , y1 ) எனின் 


M P 


- 


2 


S - ன் ஆயத்தொலைகள் ( - ue , 

de , 0) 
SI P2 22 PM12 
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( அ - து ) ( xy + ae ) 2 + y1 2 


- 


* ( 5 + ) 


12 


அ - து ) 


வ 


y ? 
a2 ( 22 


- 


1 


- 


a2 


- 


1 ) 


( அ - து ) ** - 


- 


( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை 


- 


- 


1 


b2 


= e அல்லது PM ! 


- 
- 


SP 

S P 
ஆகவே , P 
PM 

என்ற நிலையில் 
இயங்குமாயின் அதன் இயங்குவரை ஒரே அதிபரவளையமான் 

21 ஆகும் . 


12 


g2 


b2 


2 


1 


1 


நீள் வட்டத்துக்கு 


S , 


ZL 


42 


b2 


இரண்டாவது உயிர்ப் புள்ளியும் உயிர்க்கோடும் ஆகும் . 
S ( ae , 0 ) உயிர்ப்புள்ளியின் 

ஒத்த 

உயிரிக்கோடு 
0 , S1 ( - ae , ( ) உயிர்ப் புள்ளியின் ஒத்த உயிர்க் 


a 


- 


கோடு 


x + 


-- 


0 ஆகும் . 


( 31 , y1 ) புள்ளி அதிபரவளையத்தின் உள் , வளை வரை , 
வெளியில் இருந்தால் 

1 - ன் மதிப்பு நிரலே மிகை , 

a2 b2 
சுன்னம் , குறை ஆகும் . Q புள்ளி ( x1 , y1 ) , Q வழி குத்தாயம் QN , 
QN அதிபரவளையத்தை வெட்டும் புள்ளி P எனக் கொள்க . 
P- ன் ஆயத்தொலைகள் ( x1 , PN ) ஆகும் . 


இப் புள்ளி அதிபரவளையத்தில் இருப்பதால் 

PN2 

1 
b2 


- 
- 


PN2 b2 

2 
Q அதிபரவளையத்து உள் இருப்பதால் QN < PN 

x 2 
* QN2 < b2 


( * -1 ) 
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( அ - து ) < * - 1. 
( அ - து ) - 


70 


இம் மாதிரியே Q புள்ளி அதிபரவளையத்தின் வெளியே 


* 


y1 


இருந்தால் 


வ 


1 


* 


வளைவரையில் ( x1 , y } 


K0 . 


நம் 


இருந்தால் - -1 


. 


தம்முள் நேர்குத்தான ! , கோடுகளிலிருந்து P புள்ளியின் 

p ? 
P1 , P. தொலைகள் 

= 1 தொடர்புடையனவாக இருந் 

be 
தால் P- ன் இயங்குவரை ஒரு அதிபரவளையமாகும் . அவ் வதியா 
வளையத்தின் மையம் 1,1 கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி எனவும் , 
குறுக்காயத்தின் நீளம் 2a எனவும் , துணையாயத்தின் நீளம் 25 
எனவும் , குறுக்காயம் , துணையாயம் நிரலே , 1 , !! கோடுகளில் 
இருப்பன எனவும் காணலாம் . 


மாதிரி 1 


NE 


ப 


ஓர் அதிபரவளையத்தின் உயிர்ப் புள்ளி ( 1 , 2 ) , ஒத்த உயிர்க் 
கோடு 2 + y 1 , மையத் தொலைத்தகவு V3 என்றால் அதன் 
சமன்பாடு என்ன ? 

அதிபரவளையத்துப் புள்ளி P ( x1 , 11 ) எனக் கொள் வோம் . 
SP = V 3 ( 2x + y -10- லிருந்து P- ன் தொலை ) 

+ y 
( x ) 1 ) 2 + y - 2) 3 

V5 
( அ - து ) 5151 1 ) 2 + 51 2 ) 2 3 ( 2x1 + y - 1 ) 
( அ - து ) 5 x11 + 5y12 

10x1 | 

20y1 +5+ 20 
3 ( 4x12 + 112 + 1 + 4x1Y1 - 4x1 --2y1 ) 
( அ - து ) 7 % , 2 + 1251Y1 - 2y12 - 241 + 14y1 - 22 = 0 

( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை , அஃதாவது அதிபரவளையத் 
தின் சமன்பாடு 

7x3 + 12xy - 2y2 23 + 14y - 22 - 0 . 


( 31 


-- 


18 
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16 


மாதிரி 2 . 

16y ? + zer --- 3 ? y - 16 = 0 அதிபரவளையத்தின் 
மையம் , மையத் தொலைத்தகவு , உயிர்ப் புள்ளிகள் , உயிர்கோடு 
களைக் காண்க . 

இச் சமன்பாட்டினை 9 ( x + 8x ) 16 ( y3 + 2y ) 
என்று எழுதலாம் . 

( அ - து ) 9 { { x + 4 ) 3 - 16 } . 16 {( y + 1 ) -1 } = 16 . 
i ( அ -து ) 9 ( x + 4 } 3 16ty + 1/3 = 144 . 

( x +42 
( அ - து ) 

1 
16 

9 
ஆதியை ( -4, 1 ) புள்ளிக்கு மாற்றினால் அதிபரவளையத் 

X2 
தின் சமன்பாடு 

ப ! என்று வரும் . 

9 
ஆகவே இச் சமன்பாடு ( -- 4 , 1 ) புள்ளியை மையமாகக் 
கொண்ட அதிபரவளையமாகும் அதிபரவளையத்தின் குமக்காயம் , 
இணயாயம் நிரலே 2a , 25 என்றால் 

16 , b ? = 9 
b * am aa ( e ? 1 ) எனவே 91 16 [ 8 - 1 ) 


- 


- 


- 


p 


சர் 


- 


4 


K 


H 


11 


5 


ZA 


5 


CH 
- 


ae 


க 


M 


1 


படம் 108 
முக்கிய குறிப்பு : படத்தில் C ( --4 , -1 என்பதற்குப் 
( 4 , -1 ) என்றிருப்பதை திருத்திக் கொள்ளவும் . 

16 
CS 

5 , CZ = 

$ 
S- ன் ஆயத்தொலைகள் ( 1 , 
S - ன் ஆயத் தொலைகள் 
S- ன் ஒத்த உயிர்கோடு 5x + 4 9 . 

S - ன் ஒத்த உயிர்க்கோடு 5x + 36 0 
எனக் காணலாம் . 


- 


-- 


கங்கா 


கே 
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8. அதிபரவளையத்துப் புள்ளி யொன்று P என்றால் SP.NSP 
2a 

S P = e.PM.R 
SP 

எ e -PM 
SP SP e ( PMI - PM ) 

e.ZZI 


நம் 

ANI 


20 . 


- b? - ஐ 


மூன் 


9. நீள் வட்டச் சமன்பாட்டில் 12 - க்குப் பதில் 
கடாக்க அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு வருவதால் , 
அதிகாரத்தில் நிறுவின பல முடிவுகளில் -க்குப் பதில் - b-ஐ 
ஈடாக்க வரும் முடிவு ள் அதிபரவளையத்து குப் பொருந்துவ 
தாகும் . 

அவையாவன 


KY1 


1 


1 


( l ) ( x1 , y 1 ) இடத்துத் தொடுவரை 


a 


Q2 


அங்க 
- 


( 2 ) ( x1 , 11 ) இடத்துச் செங்கோடு 


31 


- 


022 


( 


--- --- 


5 ) 


- 


குரிய கட்டுப்பாடு ( 2 = aam2 b2 . 

( 4 ) y = mx = </ { aam2 - ) கோடு M- ன் அனைத்து மதிப் 
புக்கும் அதிபரவளையத்தைத் தொடும் . 

52 
தொடுகுத்தின் ஆயத்தொகைள் 

Vaam2 - 2 V aam3 - 

h2 
( 5 ) உயிர் வட்டத்தின் சமன்பாடு 18 + y ? as 

( 6 ) ( x1 , y1 )- லிருந்து அதிபரவளையத்துக்கு வரையும் தொடு 
வரைகளின் * if I SS1 

( 7 ) உதவி வட்டத்தின் சமன்பாடு x2 + y2 

( 8 ) அதிபரவளையத்தின் S , S உயிர்ப் புள்ளிகளிலிருந்து 
தொடுவரை ஒன்றுக்கு கரயும் நோகுத்துக் கோடுகள் SY , S Y 
என்பால் SY.S Y 

b2 , Y , Y புள்ளிகள் உதவி வட்டத்தில் 
இருக்கும் . 

V 
( 9 ) ( x1 , y1 ) - ன் துணைக் கோடு 

as 

1 . 
ba 


-- 
- 


க 
வ 


XX ) 


" 


- 


- 


- 


76 
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து 


( 10 ) Ix + my 10, 1m 1 
கோடுகள் அதிபரவளையத்தைச் சார்ந்த துணை இய 

கோடு 
களாகும் கட்டுப்பாடு all1 - b ? mmi = mms 

கொண்ட 
( 11 ) ( xl , y1 ) புள்ளியை நடுப்புள்ளியாகக் 
நாணின் சமன்பாடு T 22 $ 1 . 


11 


y1 


- 


( அ - து ) 


( 12 ) y = Mx , 


P ti1 * 


துணை 


விட்டங்களாகும். 


து 


கட்டுப்பாடு mml 


ப 


பல 


1 

அதிபரவளையத்துப் புள்ளி ஒன்றின் 
இரு ஆயத்தொலைகளையும் ஒரே மாறு ராசியால் குறிப்பிடலாம் . 

x = a sec e- ஐ அதிபரவளையச் சமன்பாட்டில் ஈடாக்கினால் 
btane 

எனவே , ( a sese , b ten O ) பள்ளி அதிபரவகாயத்தது . 
6 - வுக்குப் பன்மதிப்புகள் கொடுத்தால் , அதிபரசி ளையத்துப் 
புள்ளிகள் 

கிடைக்கும் . ( a scc e , baa G ) புள்ளியை 
19 எனக்குறிப்பிடல் மரபு . 
0 = 0 எனின் , * as a , 3 

) ( அ - து ) வளைவரையில் 
A புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 

கிடைக்கும் . 0 - லிருந்து 
தொடர்ந்து கூடுகையில் 2 , -ன் மதிப்புகளும் 
2 
எண்ணிலி மதிப்புகளுக்குக் கூடும் . எனவே , 0 - லிருந்து . 

0 கூடுகையில் முதற் கால் வட்டத்து AH ] அதி 
2 


H 
HMAN 


எனை 


பரவளையப் பகுதி வரும் . -வின் மதிப்பு 2 - க்கு மேல் கூடிச் 
செல்லுகையில் * , y- ன் மதிப்புகள் குறையாகவும் , 
அளவில் குறைந்து கொண்டும் வரும் . = * என்றால் A புள்ளி 
கிடைக்கும் . ஆகவே , இந் நிலையில் மூன்றாவது கால் வட்டத்து 
பகுதி கிடைக்கும் . இம் மாதிரியே 

T- லிருந்து 
37 -க்கு 9 கூடும்பொழுது இரண்டாவது 

வட்டடத்து 
3m 
A.பகுதியும் , -லிருந்து 27 - க்கு 8 கூடும் பொழுது, 
நான்காவது கால் வட்டத்து E4 A பகுதியும் வரும் . 


B2 A 


காது 


2 


அதிபரவளையம் 


- 


83 


என 


பாடி 


AI 


| 


8 = 


N 


படம் -109 
ஒ புள்ளியிடத்துத் தொடுவரை , செங்கோடு . 

* XT 

Yy1 
( x1 , 11 ) இடத்துத் தொடுவரை 

( a sec e , b tan e ) இடத்துத் தொடுவரை 


ylane 


- 


-- 


- 


- 
- 


( அ - து ) 

GOS8 . 
b 
இடத்துச் செங்கோடு , 
ax sin a + by = ( a + b2 ) tan 0 எனக் காணலாம் . 
12. 91 , • e2 புள்ளிகளை இணைக்குங்கோடு 
Gsecal 

y 

-- bta161 
a { secal SEC2) 6 ( tan 01 Tan 62 ) 
( அ - து ) bx ( tan e1 tane ) 

ay ( sec 01 SC692 ) 
ab sec e1 { tan 81 - tan ag ) -ab tan 81 ( sec 01 - sec 42 ) 
= ab ( tan S1 SE082 sec 01 tan e ) . 
Sin 61 

1 
( அ - து ) bx 

ay 
cose 

COS 011 

Costta 


- 


sin ee 
cos Og 


:) 


sio 91 


sin 02 


( 63 

( 
அ - து ) ( sine cos 92 


- 
கே 


ab 


- ) 


cos81 Cos 82 


cos81 CO592 


- cos 81 sin 82 ) 


y 


1 


( cos 8 


- 


cos61 ) 2 


sin 01 
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( அ - து ) x sin ( 8 ; – 62 ) - 2 s ! a - 1 > 2. sla 01 -- 8, 


81 


- 


2 sin 


- 


COS 


81 - 

2 


2 


-- 


இருபுறத்தும் 2site 


2 


82 
2 


ஆல் வகுத்தால் 

81 -|- 02 

2 


-- 


b 


2 


மாதிரி 3 


- 


ப 


aa 


1 அதிபரவளையத்தைத் தொடும் x 2 y3 


b2 


புர 


x2 + y ? 


வட்ட நாண்களின் நடுப்புள்ளி இயங்கு வரை ( x + y ) ? 
as x ? - b2 y ? என நிறுவுக . 

கேட்ட நாண் ஒன்றின் நடுப்புள்ளி ( 1 ) 
எனக் கொள்க . 
ஃ வட்ட... நாணின் சமன்பாடு 31 - 1 x12 + y13 

x12 + y12 
( அ - து ) y -- 

y 

y1 


-- 


* 1 ] 


இந்நான் 


1 - ஐத் தொட்டால் 


b3 


( , ) - d ( - ) -- 


க 


( அ - து ) ( x12 + y12) = a x3 -- b2113 
ஃ ( x1 , 31 ) -ன் இயங்குவரை ( 32 -- 12/3 


Fis a2x ? ~ beyes 


மாதிரி 4 


ys 


செங்கோடு 


a2 


1 அதிபரவளையத்தின் 


be 


ஒன்று 


bay * 


ஆயங்களை M , N புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . ஆயங்களுக்கு 
M , N புள்ளிகள் வழி MP , NP கோடுகளை நேர்குத்தாக உரையின் 
P- ன் இயங்குவரை a2 x3 -- 

{ a2 -- b2 ) 2 என நிறுவக. 
RS y2 
be 

1 அதிபரவளையத்துப் புள்ளி ஒன்றின் ஆயத்தொலை 
களை ( a sec 8 , b tan 0 ) எனக் கொண்டால் , அப் புள்ளியிடத்துக் 
செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

ax sing + by = ( a + b2 ) tan g . 


* 
- 


02 


பா 


- 
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வ 
- 


M இடத்து = 

0 


*.0.CM.sing [ a : + b2 ) tan a 
. CM ema a2 + 2 

sece . 


as + 3 


N இடத்து 


CN 


taa0 . 


- 


b 


P- ன் ஆயத்தொலைகள் ( x1 , y1 ) எனக் கொண்டால் 

53 
* 1 = CM 

SECO 


CN 


12 + 52 

b 


tanO 


( 2 ) 


- 


| 


-- 


( 1 ) , ( 2 ) விருந்து - வை அகற்றுக . 
( ax ) 2 - ( by ) ( as + 62 ) 2 ( 8c020 

tana 0 ) 
( aa + b2 ) 2 
* ( 111)-ன் இயங்கு வரை a2 x3 be ya = { aa - + b ) * 


-- 


மாதிரி 5 

a வட்டத்தின் புள்ளிகளிலிருந்து x ? -- y ? 
அதிபரவளை "த்துக்கு உரையும் தொடுவரைகளின் தொடு நாண் 
நடுப்புள்ளி இயங்குவரை ( x ? y 2 
நிறுவுக . 

அத்தகைய தொடு நாண் ஒன்றின் நடுப் புள்ளி ( x1 , y1 ) 
எனக் கொள்க . 
இத் தொடு நாணின் சமன்பாடு 
Jy1 = 12 

( 1 ) 
தன் துணைப் புள்ளி 1 2 + ya a ? - ல் இருப்பதால் அதனை 
( a cos0 , asing ) எனக் கொள்வோம் . 

( a cos G , a sin G- ன் அதிபரவளையத்தைச் சார்ந்த துணைக் 
கோடு 

ax cOS O ay sino 
( அ - து ) 3 cos e --- y sins = a . 
( 1 ) , (2 ) சமன்பாடுகள் ஒரே கோட்டினைக் குறிப்பதால் 


- 


- 119 


- 


COIS 


sing 


. 


2.80 
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as1 


ayi 


ஃ cosa 


slae 


- 


x12 


* ( , ) + ( , ) = 


H 
4 


( அ - து ) a2 { x13 + 11 ) ( 313- y12 ) 2 , 
. ( 1 ) -ன் இயங்குவரை a2 ( 33 + 12 ) 


( x2 - y ) 2 . 


பயிற்சிகள் 20 


1. ஒரு அதிபரவளையத் கின் உயிர்ப் புள்ளிகளுள் ஒன்று 
{ -1 , -1 ) , ஒத்த உயிர்க் கோடு * - y + 1 0. மையத் 
தொலைத் தகவு 2 என்றால் , அதன் சமன்பாடு என்ன ? 

2. ஒரு அதிபரவளையத்தின் உயிர்க்கோடுகளுள் ஒன்று 
33 - 4y = 2 , ஒத்த உயிர்ப் புள்ளி ஆதி , மையத் தொலைத் தகவு 
1 ) எனின் , அதன் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 
3 . 

16y2 == 144 அதிபரவளையத்தின் மையத் தொலைத் 
தகவு , நேர கலத்தின் நீளம் , உயிர்ப் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலை 
களைக் காண்க . 


4. 9x2 16ya 36x + 96y - 1,404 3 0 அதிபரவளையத் 
தின் மையம் , மையத் தொலைத் தகவு , உயிர்ப் புள்ளிகளைக் 
காண்க . 


5 . 


( 3x - 4y : 1212 ( 4x + 3y - 12 ) * 

1 

அதிபர 
100 

223 
வளையத்தின் மையம் , உயிர்ப் புள்ளிகள் யாவை ? 

6. y = 2x + k கோட்டுக்கு ஒருபோகான 3x ? - 4y3 = 15 - ன் 
தொடுவரைச் சமன்பாட்டினைக் காண்க . தொடுகத்தின் ஆயத் 
தொலைகளையும் காண்க . 
7. 5x2 = 44 அதிபரவளையத்தை 33 - 4y 

11 
5 * 3 

புள்ளி 
யில் வெட்டுமென நிறுவுக . 

8. 12 = 8x பரவளையம் , 3x2 = 3 அதிபரவளையம் 
இவற்றின் பொதுத் தொடுவரைகள் யாவை ? 


வெட்டும் புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் ( 


அதிபரவளையம் 
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ys 5 13 அதிபரவளையத்தின் மையத்திலிருந்து 
தொடுவரை ஒன்றுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடு , தொடு 
வரையை 

M- லும் , இளைவரையை N- லும் வெட்டினால் 
CM . CN = aa என நிறுவுக . 


ys 


10 . 


1 1 - ன் P இடத்துச் செங்கோடு துணையாயத்தை 


SG3 
G- ல் வெட்டின் 

நியேயெண் என நிறுவுக , இங்கு S , S 

SP . S P 
அதிபரவளையத்தின் உயிர்ப்புள்ளிகளாகும் . 


11. ( 1 , 2 ) , ( -2 , -1 ) , ( -1 , -- 3 ) 


புள்ளிகள் , 


- 
ப 


3y : 2. அதிபரவளையத்தைச் சார்ந்த தம்முள் துணை இய 
புள்ளிகள் ( Self Conjugate Points ) என நிறுவுக . 


12. x2 -- ya = a2 அதிபரவளையத் 

தொடு வரைகளின் 
y 4ax .ரவளையத்தைச் சார்ந்த துணைப்புள்ளி இயங்கு வரை 
4x + y ? = 4a3 நீள் வட்டமென நிறுவுக . 


13 . 


y3 அதிபரவளையத்தின் 


செங்கோட்டு 


நாண் 


g8 


b6 


மளின் துணைப் புள்ளிகள் தம் இயங்குவரை 


- 


( a ? + b2 ) 2 


என நிறுவுக , 


- 


as 


ya 
14 . 
ba 

புள்ளிகளை இணைக்குங் 
கோட்டை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத் தொடுவரைகளின் 
அதிபரவளையத்தைச் சார்ந்த துணைப் புள்ளிகள் தம் இயங்குவரை 
y 

1 
+ b4 

என நிறுவுக . 


15 . x ஆயத்தோடு 45 ° சாய்ந்திருக்கும் 2x2 - 3y2 = 1 
அதிபரவளையத்தின் நாண்கள் தம் நடுப் புள்ளிகள் இயங்குவரை 
போது ? 


16. ( 3 , 2 ) புள்ளியை மையமாகக் கொண்ட 
16x2 - 25y2= 400 அதிபரவளைய நாணின் சமன்பாடு என்ன ? 


- 
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17. ( h , k ) வழிச் செல்லும் , 


1 அதிபரவளையம் 


a2 


b ம் 


நாண்களின் நடுப்புள்ளி இயங்குவரை 


( 2 )) புள்ளியை மைய 


மாக கொண்ட மற்றொரு அதிபரவளையயென நிறுவுக , 


18 ஒரு அதிபரவளையத்தின் உயிர்ப்புள்ளிவழி நாண்கள் தம் 
நடுப் புள்ளி இயங்குவரை மற்றொரு அதிபரவளையமென நிறுவுக . 


PARH 


வ 


19. * 2 y me a2 அதிரபவளையத்துச் செங்கோட்டு நாண் 
களின் நடுப் புள்ளி இயங்குவரை ( 112 - x2 ) 3 4a2x - 12 என 
நிறுவுக . 


20 . 


ya 


- 1 அதிபரவளையத்தின் தொடுவரை ஒன்று 
ba 


12 


- 


1 நீள் வட்டத்தை P , Q புள்ளிகளில் வெட்டின் 


PQ- ன் நடுப் புள்ளி இயங்குவரை 


(* + ) 





என நிறுவுக . 


- 


-- 
வை 


21. 9x3 

36 அதிபரவளையத்தின் y = 3x விட்டத் 
தின் துணை இய விட்டத்தின் சமன் பாடு என்ன ? 


22. 16x3 - 9y2 = 144 அதிபரவளைய x 2 2y விட்டத்தின் 
துணை இய விட்டத்தைக் காண்க . 


ஒன்று 


23. அதிபரவளையத்தின் தொடு வரை 
வட்டத்தை P , Q புள்ளிகளில் வெட்டினால் CP , CQ துணை இய 
இரு விட்டங்கள் என நிறுவுக . 


13. எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் ( Asymptotes ) . ! 
( a secs.b tan a ) இடத்துத் தொடுவரை 


y 


- 





sing 


- 
- 


Cose . 


- 


28 


அதிபரவளையம் 


2 -ஐ இச் சமன் பாட்டில் ஈடாக்கின் தொடுவரைச் 


- 
பா 


சமன்பாடு 

0 . 

5 
இவ்வரை C மையம் வழிச் செல்லும் . அதிபரவளையத்தின் தொடு 
வரைத் தொடுகுத்து AH ) அல்லது AE3 , பகுதி வழி எண்ணிலித் 
தொலைக்குச் செல்லுகையில் , தொடுவரையின் எல்லை 

நிலை 
( Liniting Position ) இக் கோடாகும் . ( 10- ஆம் பகுதி படத்தைப் 

31 
பார்க்க ) இம் மாதிரியே 6 = எனின் தொடுவரைச் சமன்பாடு 


+ 


--- 


an 


O 


லை 


a 
தொடுகுத்து A H ; அல்லது A74 பகுதி வழி எண்ணிலித் 
தொலைக்குச் செல்லுகையில் அத் தொடுவரையின் எல்லை நிலை 
இக் கோடாகும் . இக் கோடும் ஆதி வழிச் செல்லும் . 
y 

y 
0 , + 

= 
b 

* 2 y 
சமன்பாட்டில் 

அதிபரவளையத்தின் 

எட்டாப் 
புள்ளித் தொடுவரைகள் ( Asymptotes ) எனப்படும் . 
அதிபரவளையத்தின் மையம் வழிச் செல்லும் தொடுவரைகளாகும் 
இத் தொடுவதரைகளின் தொடுகுத்துகள் எண்ணிலித் தொலைகளில் 
இருக்கும் . 
14 

எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் இடைப்பட்ட 
கோணம் . எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் தனித்தனிச் 

y 
சமன்பாடுகள் 

5 

b 
( அ - து ) y * ஆகும் . 
இவை அதிபரவளையத்தின் ஆயத்தோடு சம கோணத்தில் 
சாய்ந்திருக்கும் . இவற்றிடைப்பட்ட கோணம் 24) 

என்றால் 
b 
tane 

a 





பா 


52 


sec8 


பா 


SEC8 
எட்டாப் புள்ளித் தொடுைைரகளின் இடைப்பட்ட 
கோணம் 20 - 2 sec1 ( c ) . 
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15 . எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைப் புள்ளி ஒன்றின் அதிபர 
வளையத்தைச் சார்ந்த துணைக்கோடு எட்டாப் புள்ளித் தொடு 
வரைக்கு ஒரு போகாக இருக்கும் . அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 

எனக் கொண்டால் எட்டாப் புள்ளித் தொடு 


-- 


42 


b 
வரைகளில் ஒன்று y as * ஆகும் . இத் தொடுவரையின் புள்ளி 
ஒன்று ( 1 , 1 ) எனக்கொள்வோம் . 
b 

( 1 ) 
* 1 


-- 


RT1 


1 


( 2 ) 


CE 


- 


- 


படம் 


( 31 , y ) - ன் துணைக்கோடு 


ba 


b 


இச் சமன்பாட்டில் y1 ts 


31 - ஐ ஈடாக்கின் , துணைக் கோடு 


5 

1 


TR1 


- 


ba 


y * 1 
ab 


1 


x2 


y2 


- 


எனக் 


abxı 
இக் கோட்டின் ‘ m an 

a2x1 

a 
துணைக்கோடு எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைக்கு ஒரு 
போகாக இருக்கும் . 

16. அதிபரவளையத்துப் புள்ளி ஒன்றிலிருந்து எட்டாப் 
புள்ளித் தொடுவலர்களுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் 
பெருக்கத் தொகை மாறா ராசியாகும் . 
அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 

ba 
கொண்டால் அதன் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் சமன் 

y 
"பாடுகள் - - 
0. 

அதிபரவளையத்துப் புள்ளி ஒன்றின் ஆயத்தொலைகள் ( 31 ,ys ) 
எனக்கொள்வோம் . 

* - - 1 . 
( x1 , y1) - லிருந்து இக் கோடுகளுக்கு வரையும் நேர்க்குத்துக் 
கோடுகளின் நீளங்கள் நிரலே 


அதிபர்களையம் 


51 


31 


* 


* + 7 
- 


1 


ஆகும் . 


- 


y1 
ba 


a 


இந் நீளங்களின் பெருக்குத் தொகை 


வ 
Vaan 


--- 


தக 


{ . * = 1 } 


a ? + 62 
= மாறா ராசி . 


17. S- லிருந்து எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரை ஒன்றுக்கு 
வரையும் நேர்குத்துக் கோட்டு அடி , ஒத்த உயிர்க் கோடும் உதவி 
வட்டமும் வெட்டும் புள்ளிகளுள் ஒன்றாகும் . 

S. ன் ஆயத்தொலைகள் ( ae , 0) . 
எட்டாப் புன்ளித் தொடுவரைகளுள் ஒன்றின் சமன்பாடு . 
- 

b 
இக் கோட்டின் m - 


வ 


வரையும் நேர்குத்துக் 


S- லிருந்து இக் கோட்டுக்கு 
கோட்டின் சமன்பாடு 


{ x = ae ) 

( 2 ) 
b 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் நோகுத்துக் கோட்டு 
அடியின் ஆயத்தொலைகள் கிடைக்கும் . 

b 
( 1 )-லிருந்து ) 


இம் மதிப்பை ( 2 ) -ல் ஈடாக்கின் 


b 


a 


- 


ae ) 


a 


5 


- 
( அ - து ) 6 

* ( 8 + 8 ) - * 


are ab 
b ( 52+2 ) 
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- 
- 


- 


- : 


b 


க 
a 


சன் 


நேர்குத்துக் கோட்டு அடியின் ஆயத்தொலைகள் 


( 4 ) 


S- ன் ஒத்த உயிர்க்கோடு x = - ஆகையால் 

ஆகையால் இப் புள்ளி 
உயிர்க்கோட்டில் இருக்கும் . மையத்திலிருந்து இப்புள்ளியின் 
தொலை 


as 

+ 


- 


இப் புள்ளி உதவி வட்டத்திலும் இருக்கும் . ஆகவே , 
இப் புள்ளி உயிர்கோடும் உதவி வட்டமும் வெட்டும் புள்ளிகளின் 
ஒன்றாகும் . 
7 . 

18 . அதிபரவளையத்து நாண் ஒன்று அதிபரவளையத்தை L.L 
புள்ளிகளிலும் , எட்டாப் புள்ளி தொடுவரைகளை K , K புள்ளி 
-களிலும் வெட்டினால் LK == L K என நிறுவுக . 


Ro 


K 


K 


? 


படம் - 10 


1 , L - ன் நடுப்புள்ளி M ( x1 , y1 ) எனக் கொள்க . 


237 
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LL - ன் சமன்பாடு * - * 


எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் 


தனித்தனிச் சமன் 


( 2 ) 


பாடுகள் -- 

-- 


ஆகும் . 


( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் K- ன் ஆ பத்தொலை 
களும் , ( 1 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளை விடுத்தால் K ன் 
தொலைகளும் கிடைக்கும் . 


( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் 


(* + ).) - ( 3 + ; ) . 

* { * ( & » + ;).. ( 3 + 3 ) } 


* 1 
: . K- ன் ஆயத்தொலைகள் 
இம்மாதிரியே K - ன் ஆயத் தொலைகள் 

11 

b 
KK - ன் நடுப் புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 
y1 

1 X1 y1 
h 

11 
+ 
b 

b 
2 

2 
( அ.து ) { 31 , y ) 

KK - ன் நடுப்புள்ளி M ஆகும் . 

LK = LIKE 
19. ax2 + 2xky + by3 + 2gr -- 2 " y - 47. சமன்பாடுகள் 
ஒரு அதிபரவளை யத்தைக் குறிப்பிட்டால் , அதன் எட்டாப் புள்ளித் 
(தொடுவரைகள் . 


40 


y2 


EROD 


க . 


அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 


என்றால் , அதன் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் 


சமன் 


y ? 


- 


0 


பாடு 


- 


( 2 ) 


a2 


நம் 
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இவ்விரண்டு 


சமன்பாடுகளின் 


பொது 


உறுப்புகளான 


ஆதியையும் 


ஆயங்களையும் 


மாற்றினும் 


கோவையைத் தரும் . 


எனவே , எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் சமன்பாடு 
எண்ணுறுப்பில் மட்டுமே அதிபரவளையத்துச் சமன்பாட்டி 
லிருந்து வேறுபட்டிருக்கும் . 

ஆகவே , எட்டாப் புள்ளி தொடு வரைகளின் சமன் பாடு 
ax + 2hxy s by ? + 2gx + 2fy + k 18 0 . 

இச் சமன்பாடு இரு கோடுகளைக் குறிப்பிடல் வேண்டும் 
அல்லது அதிபரவளைய மையவழிச் செல்லவேண்டும் . 
அதற்கேற்ப K- ன் மதிப்பினைக் கொள்ளவேண்டும் . 


ய 


- 


துணைத் தேற்றம் 1 . ஒரு அதிபரவளையத்தின் சமன் 
பாட்டினை 

{ 1x + my + n ) { / 1x -- mly - + n ] ) k 
கமுதினால் அதன் சட்டாப் பள்ளித் தொடுவரைகள் 
fx - Tity --- 72 ss ) . 11x --- mly . - +-- 21 

0 
இங்கு k ஒரு நிலையேன் . 

துணைத் தேற்றம் 2. Ix + my + = 0. 11 + m1 + 

0 கோடுகளை எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளாகக் 
கொண்ட அதிபரவ யத்தின் சமன்பாடு 

( lx + my + n ) { 11 : + my + n ) = k . 
இங்கு k ஒரு நிலையெண் . 


- 


மாதிரி 6 


hean 


313 

5xy -- 2y2 + 17x + y + 14 வன () அதிபரவளையத்தின் 
எட்டப்புள்ளித் தொடுவரைகளைக் காண்க . 

எட்டாம் புள்ளித் தொடுவரைகளின் சமன்பாடு 
3x2 - Ssy - 2y ? - - 17x - + y + k a 0 . 


இச் சமன்பாடு இரு கோடுகளைக் குறிப்பிடவேண்டும் . 


ஃ . 3 ( 2 ) k +2 


2 ( 1 ) ( " ) ( - 3 ) -3( 1 ) 
- ( -2 ) ( " ) - ( - ) - . 


- 


- 
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49k 

+ 
4 


-- 
-- 


( அ - து ) 


0 


அ 


k 10 
எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் சமன்பாடு 
3x2 55y 

- 2y3 + 17x + y + 10 = 0 . 
பிறிதொரு முறை : ஆதிவழி எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரை 
களுக்கு ஒரு போகான கோடுகளின் சமன்பாடு 

332 5xy -2y8 
( அ - து ) ( 3x + y) ( x -- 2y ) 0 . 

எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் தனித் தனிச் 
சமன்பாடு 

3x + y + A = 0 , - 2y + A = 0 எனக் 
கொள்ளலாம் . 

( 3x + y + 1 ) ( x --2y + a ) = 3x3 - 5xy - 2y : + 
173 + y + k . 


- 


-- 


-- 


. 


x , y கெழுக்களையும் எண்ணுறுப்புக்களையும் இரு புறத்தும் 
ஒப்பிட்டால் 

1 +32 17 ( 1 ) 
21 + 

1 ( 2 ) 

aa = k ( 3 ) 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் 

2 = 5 , A = 2 

ka10 . 

எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் சேர்ந்த 
சமன்பாடு 332 5xy - 2y2 + 17 % + y + 10 = 0 . 
தனித்தனிச் சமன்பாடு 3x + 1 + 2 = 0, 

- 2y + 5 = 0 . 
மாதிரி 7 . 

( 5 , 3 ) புள்ளிவழிச் செல்லும் ஒரு அதிபரவளையத்தின் 
மையம் ( 1 , 2 ) . எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் 23 + 3y = 0 , 
3x - 2y 
வளையத்தின் சமன்பாடு என்ன ? 

எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளை 2x + 3y + 3 = 

3x - 2y + a = 0 எனக் கொள்வோம் . இக்கோடுகள் 
( 1 , 2 ) வழிச் செல்வதால் 

2 + 6 + 0 . 3 4 + A = 0 


0. 


- 
- 


19 
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- 


. 


A -8 , 

1 
அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 
( 2x + 3y - 8 ) ( 3x -- 2y + 1 ) = k .. 
இது ( 5 , 3 ) வழிச் செல்வதால் 
( 10 + 9-- 8 ) ( 15 - 6 + 1 ) = k . 

. k = 110 . 
அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 
( 2 * + 3y - 8 ) ( 3x -- 2y + 1 ) = 110 . 


, 


மாதிரி 


குறித்த கோட்டின் , பொது ஆயமுடைய 

வட்டங்களைச் 
சார்ந்த துணைப் புள்ளிகளின் இயங்குவரை, இக் கோட்டுக்கு 
நேர்குத்தான கோட்டையும் இவ்வட்டங்களின் சமதொடுவரை 
யாயத்துக்கு ஒரு போகான கோட்டையும் எட்டாப் புள்ளித் 
தொடுவரைகளாகக் கொண்ட அதிபரவளையமென நிறுவுக . 


குறித்த கோட்டினை 1x + #11y + n = () என்றும் பொது 
ஆயமுடைய வட்டங்களை : 2 + y2 + 2ax + c ( என்றும் 
கொள் வோம் . 

இங்கு மாறா ராசி , 1 மாறு ராசி . 
இவ் வட்டங்களின் சமதொடு வரையாயம் x = 0 . 


lx + my + m = 0 ( 1 ) கோட்டின் , இவ் வட்டங்களைச் 
சார்ந்த துணைப் புள்ளி ( x1 , 11 ) எனக் கொள்வோம் . 
( x , y ) - ன் துணைக்கோடு xx ] + 1 TA ( * * 1 ) + c = 0 
( அ - து ) ( x1 + 1 ) + yy1 + 1x1 --- c = 

0 ( 2 ) 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகள் ஒரே கோட்டினைக் குறிப்பதால் 
F + 

ax + C 
1 


11 


-- 


இச் சமன்பாடுகளிலிருந்து 1 -ஐ அகற்றுக . 
ly | 

lyı 


- 


- 


- 


31 + 


ly1 


ax + c = 


hy ) 


x1 + c = 


- 
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291 


. 


- 


- 


mx] 


ay + k 


( அ - து ) Ily Imx ] ) x + mc == my1 
( அ - து ) 1xy y 

nyı t mc = 
ஃ ( $ 1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை 1xy - mx --xy + mc = 0 

இவ் வளைவரையின் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் 
சேர்ந்த சமன்பாடு 
Ixy - mx2 

0 
ஆதிவழி இக் கோடுகளுக்கு ஒரு போகான கோடுகள் 

Ixy mx2 
( அ - து ) x ( / y mx ) 0 
( அ - து ) x = 0 ly - mx = 0 . 
எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் 

0 , 
ly -- mx = 0 கோடுகளுக்கு ஒரு போகானவை : 

x = () சமதொடுவரையாயம் , ly 
1x + y + 1 = 0 கோட்டுக்கு நேர்குத்தான கோடு 


- 


- 


கட் 


nx 


- 
- 


-- 


--- 


1. ( 1 ) 


20 . துணை இய அதிபரவளையம் ( Conjugate Hyperbola ) 
ஒரு அதிபரவளையத்தின் குறுக்காயம் துணையாயமாகவும் , 
துணையாயம் குறுக்காயமாகவும் கொண்ட அதிபரவளையம் துணை 
ய அதிபரவளையம் எனப்படும் . எனவே , 

12 
a2 

* 2 
-ன் துணை இய அதிபரவளையம் 

1 
ஆகும் . 
( 2 ) -ன் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் 

எனக் 
காணலாம் . 


- 


( 
2 
) 


12 


சு 
- 


52 


பொது 


ஆகவே , அதிபரவளையத்துக்கும் அதன் துணை இய அதிபர 
வளையத்துக்கும் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் 
வானவை ஆகும் . 

21 . துணை இய அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு காண்க 
அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 


ax2 + 2hxy + by ? + 2gx + 2fy + 


- 


(1) எனக் கொள்க . 


அதிபரவளையத்தின் 


சமன்பாடு 


2 


- 


- 


42 


( 1 ) 


b2 


என்றால் அதன் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் , 


துணை இய 


- 


- 
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அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடுகள் நிரலே 

y3 


- 


0 


a2 


y2 


- 


1 


b2 


( 3 ) 


மூன்று 


சமன்பாடுகளின் 


பொதுவுறுப்புகளான 


இம் 
y2 


82 


= 


- 


- 


h2 > ஆதியை மாற்றினும் ஆயங்களை மாற்றினும் ஒரே 
கோவையைத் தரும் 
ஆகவே , H = 0 , A = 0 , 

0 அதிபரவளையம் , 
எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் , துணை இய அதிபரவளையம் 
இவற்றின் சமன்பாடுகள் என்றால் H A = A - R ! 

( அ - து ) H 2A H. 
துணை இய அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 

2A -H = 0 . 
மாதிரி ( 9 

ஒரு அதிபரவளையத்தின் எட்டாப் புள்ளித் தொடு 
வரைகள் 2x + y + 40, 4x + 3y +1 

இவ்வளை 
வரை ( - 1 , 2 ) வழிச் சென்றால் , இதன் துணை இய அதிபர 
வளையத்தின் சமன் பாடு என்ன ? 


- 
- 


எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் சமன்பாடு 
( 2x + y + 4 ) ( 4x + 3y + 1 ) = 0 
அதிபரவளையத்தின் சமன் பாடு 

( 2x + y + 4 ) ( 4x + 3y + 1 ) = k 
இது ( -- 1 , 2 ) புள்ளிவழிச் செல்வதால் 

2 

. k = 12 . 


- 


- 


- 


அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 
AT ( 23 + y + 4 ) ( 4x + 3y + 1 ) 

( 2x + y + 4 ) ( 4x + 3y + 1 ) - 12 
துணை இய அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 
2 ( 2x + y + 4 ) ( 4x + 3y + 1 ) - 

( 2x + y +4 ) ( 4x + 3y + 1 ) + 12 = 0 . 
( அ - து ) ( 2x + y + 4 ) ( 4x + 3y + 1 ) + 12 = 0 
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மாதிரி ( 10 , 

ஒரு அதிபரவளையத்தின் , அதன் துணை இய அதிபர 
வளையத்தின் மையத் தொலைத்தகவுகள் நிரலே E , 1ே என்றால் 
1 

1 
+ = 1 என நிறுவுக . 


t 


12 


- 


- 


| 


a 


அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 

1 
ba 

எனக் 
கொண்டால் அதன் துணை இய அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 
y2 

1 ஆகும் . 
52 


- 


துணையாயம் 


b2 = a2 ( e2 - 1 ) 
துணை இய அதிபரவளையத்தின் குறுக்காயம் , 
இவற்றின் நீளங்கள் நிரலே 26 , 2a ஆகும் . 


( 2) 


( 1250 


+ 


42 


b2 ( 219 - 1 ) 
( 1 ) , (2 ) சமன்பாடுகளைப் பெருக்கினால் 

a2 b2 = 42 b ? ( c2 - 1 ) ( e12 - 1 ) 
( அ - து ) ( 2 1 ) ( 612 - 1 ) = 1 
( அ - து ) 2 1 

1 
(அ - து ) - 1 . 
22 . துணை இய விட்டங்கள் ( Conjugate Diameters ) . 

y ? 
y = mx , yam ] x இரு விட்டங்கள் , 

= 1 - ன் துணை இய 

52 
விட்டங்கள் என்றால் mm ] = எனக் கண்டோம் .. இவ்விட்டங் 
களு 

ள் ஒன்றுக்கு ஒரு போகான நாண்களை ஏனையது சமமாகப் 
பிரிக்கும் . மேலும் , ஒரு விட்டத்து நுனிகளிடத்து வரையும் 
தொடுவரைகள் ஏனையதற்கு ஒரு போகாக இருக்கும் . 

23 , ஒரு அதிபரவளையத்தின் விட்டம் அப் பரவளையத்தை 
மெய்ப் புள்ளிகளில் வெட்டினால் , இவ் விட்டத்தின் துணை இய 
விட்டம் : அதனைக் கற்பனைப் புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


a2 


be 


43 


( S 


12 


b2 


அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 

1 என்றும் , 
அதன் ஒரு விட்டம் அவ் வளைவரையத்தை P ( a sec 8 , b tan a ) 
P ( - a sec 6 , - b tan e ) புள்ளிகளில் வெட்டும் என்றும் 
கொள்வோம் . 


- 
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b tan 8 
இவ் விட்டத்தின் சமன்பாடு y = 

a sec @ 

b 
( அ - து ) y = 

sin ex 


( 1 ) 


இதன் 


* 


எனவே , 

துணை இய விட்டத்தின் சமன்பாடு 
bx 

( 2 ) 

a sin 6 
அதிபரவளையமும் , ( 2 ) கோடும் வெட்டும் புள்ளிகளின் 3 
ஆயத்தொலைகள் பின்வரும் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 


- 


2 


- 


1 
a2 a ? sin28 
( அ - து ) 2 " ( sip 29 - 1 ) a ? sl02 8 . 
( அ -து ) x2 

a2 tan 

2 8 , 
ஃ x = = ai tans . 
எனவே ( 2) அதிபரவளையத்தை வெட்டும் 

புள்ளிகள் 
(ai tan i , ib sec 0 ) ; ( -ai tan 8 , - ib sec 8 ) . இப் புள்ளிகள் 
கற்பனையாகும் . 

24 / அதிபரவளையத்தின் துணை இய விட்டங்கள் , துணை இய 
அதிபரவளையத்துக்கும் துணை இய விட்டங்களாகும் . 


- 


ya 
அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 

= 1 என்றும் , 

a2 b ? 
அதன் துணை இய இரு விட்டங்கள் y = mx , y = # 1 x என்றும் 

b2 
கொண்டால் aiml 

துணை இய அதிபரவளையத்தின் 


- 


சமன்பாடு 


- 


ya 
y2 


- 


1 


a ? 


ya 


--- 


+ 1 


( அ - து ) 
( - ) ( -b2 ) 

2 
இய விட்டங்களாகும் கட்டுப்பாடு mm = 

b2 
mmi 

a ? என்றால் y = mx, y = 113 கோடுகள் 
ரு அதிபரவளையங்களுக்கும் துணை இய விட்டங்களாகும் . 


49 
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25. ஒரு அதிபரவளையத்தின் துணை இய இரு விட்டங்களுள் 
ஒன்று 

அதிபரவளையத்தையும் , ஏனையது துணை இய - அதிபர 
வளையத்தையும் மெய்ப் புள்ளிகளில் வெட்டும் . 

PCP , DCD துணை இய விட்டங்களை y = mx , y = m1 * 
எனக் கொண்டால் , 


mm 1 


- 


22 


P CP அதிபரவளையத்தை , P புள்ளிகளில் வெட்டும் எனக் 
கொள் வோம் . 


mx 


P , P புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகளைக் காண y = 


y2 


க 


- 


1 சமன்பாடுகளை விடுவித்தல் வேண்டும் . 


- 


- 


1 


- 


42 


b2 


- 


- 


a2bs 
( அ - து ) 12 

b2 
( அ.து ) P , P புள்ளிகளின் 3 ஆயத்தொலைகள் 
ab 

ab 

ஆகும் . 
aams Vb2 - - aame 


062 


வ்வாயத் தொலைகளின் மதிப்புகள் மெய்யாகையால் 
a --- aam2 > 1 . 

8 
( அ - து ) ms < 


b 


12 


b 


mmy 


எனவே , 1 > 


12 


- 


-னன 


- 


ar 


my 2 , 

1 சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் , 

s 
DCD அதிபரவளையத்தை வெட்டும் புள்ளிகள் கிடைக்கும் . 

my2 x3 

1 
b3 

a2 53 
( அ - து ) x2 = 

b2 = aamy2 
ஃ வெட்டும் புள்ளிகளின் - ஆயத் தொலைகள் 
ab 

ab 
Mb3 - aam13 Vb2 = aim12 
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ஆகையால் , இம்மதிப்புகள் கற்பனையாகும் . 
எனவே , DCDI 

துணை இய 

விட்டம் அதிபரவளையத்தைக் 
கற்பனைப் புள்ளிகளில் வெட்டும் . 

* 2 
DCD விட்டம் 

= 1 துணை இய அதிபரவளையத்தை 
62 

a ? 


12 


y2 


= 1 சமன்பாடு 


-- 


வெட்டும் புள்ளிகளைக் காண y = mx ,, 
களை விடுவித்தல் வேண்டும் . 


1 


- 


b2 


- 


aa m12 


- 


b2 


DCD , துணை இய அதிபரவளையத்தை வெட்டும்புள்ளிகளின் 
2 ஆயத்தொலைகள் 

ab 

ab 
v (aamy2-52 ) V [ mlaa ? -2) 


பாக 


ml > 


ஆகையால் 

இவ்வாயத் தொலைகளுக்கு மெய் 


மதிப்புகள் வரும் . 


எனவே , DCD , துணை இய 

துணை இய அதிபரவளையத்தை மெய்ப் 
புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


எனவே , துணை இய இரு விட்டங்களுள் ஒன்று அதிபரவளை 
யத்தையும் , ஏனையது துணை இய அதிபரவளையத்தையும் மெய்ப் 
புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


26. துணை இய இரு விட்டங்கள் அதிபரவளையத்தையும் 
அதன் துணை இய அதிபரவளையத்தையும் நிரலே P , P , D , Dt 
புள்ளிகளில் வெட்டினால் , 


(( 1 ) CP2 


- 


CD2 


- 


2 


as 


- 


( 2 ) P , D இடத்துத் தொடுவரைகள் எட்டாப் புள்ளித் தொடு 
வரைகளுள் ஒன்றில் வெட்டும் . 
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/ ( 3 ) P , P , D , D புள்ளிகளிடத்துத் 
அமைந்த ஒரு போகு நாற் சிறையின் பரப்பு : 


தொடுவரைகளால் 
4ah . 


D 


படம் . 


P புள்ளி ( a sec 8 , b tan 6 ) எனக் கொள்க . 

btane 
CP- ன் சமன்பாடு y 

a seco 
b 

sis ex 


- 


- 


இதன் துணை இய விட்டத்தின் சமன்பாடு y = mix 

b 

b2 
எனக்கொண்டால் ml 


sin i = 

= 


a2 


- 


5 
ml a sina 

b 
எனவே , CD -ன் சமன்பாடு y = 

a sina 
இக்கோடு துணை இய அதிபரவளையத்தை வெட்டும் புள்ளிகள் 
( a tana , b sec 0 ) , ( -atan 8 , 

b sec ) எனக் காணலாம் . 
: D- ன் ஆயத்தொலைகள் ( a tan G , b sec 8 ) ஆகும் . 

CP2 = as sec2 + 3 tan20 

CD2 at tay2s ba sec2 8 
எனவே , CP2 - CD2 = g2 ( sec2 8 -- tana 8) - 52 ( sec2 8 - tan " 6 ) : 

b2 . 
மேலும் , P , D இடத்துத் தொடுவரைகளின் சமன்பாடு 

y sin e 

== cos8 


-- 


- 


} 
b 


sin 8 


cos o 


( 2) 


a cos 
இச் சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் x = 

1 - sina 


y 


- 


-- 


** 


b cos 

line 


1 


- 
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( 


) 


- 


- 


a cos 8 

b cos a 
" எனவே , ( 1 ) , ( 2 ) வெட்டும் புள்ளி L 

- siri 1 - sing 
* - = 0 எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரையில் இருக்கும் . 
இம் மாதிரியே P , D இடத்துத் தொடுவரைகள் L லும் P , D 
இடத்துத் தொடுவரைகள் K- லும் , P , D இடத்துத்தொடுவரை 
கள் K - லும் வெட்டும் 
P இடத்துத் தொடுவரை 

: - 

- sin a 
cos . 

b 
CD- ன் சமன்பாடு y = x 

a sing 
( அ - து ) -- sin a 
எனவே , P இடத்துத் தொடுவரையும் . CD யும் ஒரு போகுக் 
கோடுகளாகும் . 

இம்மாதிரியே D இடத்துத் தொடுவரையும் CP யும் 
போகுக் கோடுகளாகும் . 

LL K K , PCDL நாற்சிறைகள் ஒரு போகு நாற்சிறைகள் 
என்றும் , LL K K = 4 PCDL என்றும் எளிதிற் காணலாம் . 
C- லிருந்து P இடத்துத் 

தொடுவரைக்கு வரையும் நேர் 


0 


COS 8 


த்துக் கோட்டின் நீளம் CF = 


1 


1 


Va 


+ 


sima: 


ab cos o 


Vb2 


+ a sins a 


- 


- 


4ab . 


ab 
Vb2 sec + + a tana g 

ab 

CD . 
PCDL நாற் சிறையின் பரப்பு 

CD . CF ab 
LL K K நாற்சிறையின் பரப்பு 

துணைத்தேற்றம் 1. PL = CD = CD = PL 
எனவே , எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளிடைப்பட்ட P 
டத்துத் தொடுவரையை P சமமாகப் பிரிக்கும் . 

துணைத்தேற்றம் 2 . LCLI முக்கோணத்தின் பரப்பு 
I LL KIK நாற்சிறையின் பரப்பு ab . 


- 
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எனவே , அதிபரவளையத்து எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரை 
களாலும் ஒரு தொடுவரையாலும் அமைந்த முக்கோணத்தின் 
பரப்பு நிலை ராசியாகும் . 


மாதிரி - 11 


எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரை ஒன்று உயிர்க் கோட்டை , A 
முனையிடத்துத் தொடுவரையை நிரலே N , M புள்ளிகளில் 
வெட்டினால் AN , SM ஒருபோகுக் கோடுகள் என நிறுவுக . 


A S 


படம் -112 


12 


அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 


மயாக 


1 எனக் 


Q2 


கொண்டால் S- ன் ஆயத்தொலைகள் ( ae . 0 ) ஒத்த உயிர்க் 
“ கோட்டின் சமன்பாடு . எட்டாப் புள்ளித் தொடு 


வரை ஒன்றின் சமன்பாடு 


h 
x ஆகும் 


} 


-- 
- 


a 


A இடத்துத் தொடுவரையும் , எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரை 
யும் வெட்டும் புள்ளி M ஆகையால் அதன் ஆயத்தொலைகள் 
( a , b ) ஆகும் . 


உயிர்க்கோடும் , எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரையும் 
வெட்டும் புள்ளி N ஆகையால் அதன் ஆயத்தொலைகள் 


( 4 :) 


ப 
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b 


0 


b 


SM- ன் m 


a 


- 


ae 


a { I - e ) 


b 


0 


e 


AN- ன் m 


b 
( 1 - e ) 


a 


SM , AN கோடுகள் ஒரு போகானவை . 


- 


பயிற்சிகள் - 21 
1. ஆதிவழி , 3x 4y + 7 = 0 , 4x + 3p + 1 = 0 கோடு 
களை எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளாகக் கொண்ட அதிபர 
வளையத்தின் சமன்பாடு என்ன ? 

2. ஆதிவழி , 2x - 3y +7 0 , 3x + 2y - 5 = 09 
கோடுகளை எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகளாகக் கொண்ட 
அதிபரவளையத்தின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 

3. ( 1 , 1 ) புள்ளிவழிச் செல்லும் ஒரு அதிபரவளையத்தின் 
எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் 2 : -y - 3 = 0 
3x + y - 7 0 என்றால் , அதன் சமன்பாடு என்ன ? 

4. ( 1 , 2 ) புள்ளிவழிச் செல்லும் ஒரு அதிபரவளையத்தின் 
எட்டாப் 

புள்ளித் தொடுவரைகள் 2x - 3y + 5 = 0 , 
3x + 2y +1 0 என்றால் , அதன் சமன்பாட்டினைக் காண்க , 

5. கீழ்வரும் அதிபரவளை யங்களின் எட்டாப் புள்ளித் 
தொடுவரைகளைக் காண்க : 


- 


கன 


- 


1 / 2x2 + 2xy 3x + y = 0 
2. 232 + 5ay + 2y2 11x --7y 4 
3. 6x2 7xy - 3y2 + x + 4y = 0 . 

6 , பின் வரும் அதிபரவளையங்களின் துணை இய அதிபர 
வளையங்களைக் காண்க : 

1. 2xy + 7x - 6y - 18 = 0 
2. ( lx + my + n ) [ l ] x + D ] y + n ) 

ke 
3. 352 5xy - 2y2 + 17x + y + 14 0 
4. 452 + 13xy + 3y2 + x + 3y 25 0 . 
5. ( - 1 , 2 ) வழி 2 : + y + 4 0 , 4x + 3y + 1 = G 
கோடுகளை எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகளாகக் 
கொண்ட அதிபரவளையம் . 


- 


- 


- 


- 


- 


- 


- 
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என 


--- 


தொடும் ( 


7. ஒரு அதிபரவளையத்தின் உயிர்ப் புள்ளிகளுள் ஒன்று 
ஆதி , ஒத்த உயிர்க்கோடு x + y * 1 = 0 , மையத் தொலைத் 
தகவு / 2 என்றால் , அதன் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் 
சமன்பாடுகளைக் காண்க . 
& . 3 

2 கோட்டைத் தொடும் அதிபரவளையத்தின் 
எட்டாப் 

புள்ளித் தொடு வரைகள் 3 + x + 1 = 9 , 
2x --- y + 2 

y + 20 எனின் , அதன் சமன்பாடு என் ? 
9 . ஒரு அதிபரவளையத்தின் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரை 
களுள் ஒன்று x - 2y + 3 = 0 , ஏனையது 3x - 2y- க்கு ஒரு 
போகான கோடு ஆகும் . இவ் வளை வரைக்கு ஆதி வழியாகவும் 
ஆதியிடத்துத் தொடுவரை x = y ஆகவும் இருந்தால் , இதன் 
சமன் பாட்டினைக் காண்க .. இதன் மையம் ; ஆயத்தது 
நிறுவுக . 

10. x + 2y - 5 = 0 கோட்டினை எட்டாப் புள்ளித் தொடு 
வரைகளுள் ஒன்றாகக்கொண்டு 173 + 16y = 0 - ஐ ஆதியிடத்து 

10 8 
3 - 

) புள்ளி வழிச் செல்லும் அதிபரவளையத்தின் 
சமன்பாடு என்ன ? 

11. 12 - y ? s aa அதிபரவளையத்து நேரகல நுனிகளிடத்துத் 
தொடுவரைகள் , துணை இய அதிபரவளையத்தின் முனைகள் வழிச் 
செல்வன என நிறுவுக . 

12. ஒரு அதிபரவளையச் செங்கோட்டுக்கு மையத்திலிருந்து 
வரையும் நேர்குத்துக்கோடு வளைவரையை மெய்ப் புள்ளிகளில் 
வெட்டாது என நிறுவுக . 

13 . ஒரு அதிபரவளையத்தின் தொடுவரை ஒன்று எட்டாப் 
புள்ளித் தொடுவரைகளை T , T புள்ளிகளில் வெட்டினால் , 
தொலையிலிருக்கும் உயிர்ப்புள்ளியோடு 

பிறப்பிக்கும் 
கோணம் , எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளிடைப்பட்ட கோணத் 
தின் பாதி என நிறுவுக . 

14. அதிபரவளையத்தின் P புள்ளி வழி எட்டாப் புள்ளித் 
தொடுவரை ஒன்றுக்கு ஒருபோகாக வரையும் கோடு உயிர்க் 

15. அதிபரவளையத்தின் P இடத்துத் தொடுவரைக்கு ஒரு 
போகான நாண் QQ , எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரை ஒன்றுக்கு 
வரையும் நேர்குத்துக்கோடுகள் PN , QM , Q M என்றால் 
QM . Q M ! = PN2 என நிறுவுக . 
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16. அதிபரவளையந்தின் P , Q புள்ளிகள் வழி எட்டாப் 
புள்ளித் தொடுவரைகளுக்கு ஒரு போகாக வரையும் கோடுகள் 
K- ல் வெட்டினால் PQ , வை CK சமமாகப் பிரிக்கும் என நிறுவுக . 


17 . P அதிபரவளையம் ஒன்றின் வேறுபடும் புள்ளி , Q , R 
நிலைப் புள்ளிகள் , PQ , PR கோடுகள் ஒரு எட்டாப் புள்ளித் 
தொடு வரையை 1 , M புள்ளிகளில் வெட்டினால் LM ஒரு மாறா 
ராசியென நிறுவுக . 


18. அதிபரவளையத்தின் P புள்ளி இடத்துத் தொடுவரை 
எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகளை A , 5 புள்ளிகளில் வெட்டினால் 
ABC முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையத்தின் இயங்குவரை 
ஒரு அதிபரவளையமெனவும் , இவ்வதிபரவளையத்தின் எட்டாப் 
புள்ளித் தொடுவரைகள் முதல் அதிபரவளையத்தின் எட்டாப் 
புள்ளித் தொடுவரைகளுக்கு நேர்குத்தானவை எனவும் நிறுவுக . 


19 . உயிர் வட்டத்தில் T புள்ளியிலிருந்து அதிபரவளையத் 
துக்கு இரு தொடுவரைகள் வரையப்பட்டுள . இத் தொடு நாண் 
எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரை ஒன்றை R-ஆம் ; CT- ன் நீட்சியை 
V- லும் வெட்டினால் RV2 - CV . TV என நிறுவுக . இங்கு C 
அதிபரவளையத்தின் மையமாகும் . 


20 . 


ya 
52 


- 


1 அதிபரவளையத்தின் P இடத்துத் தொடு 


-- 


வரை எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகளை Q , R புள்ளிகளில் 
வெட்டினால் , CQR முக்கோணச் சுற்று வட்ட மையத்தின் 
இயங்கு வரை 4 ( a2 x2 -- 

[ a2 + b2 ) 2 என் நிறுவுக .. 
இங்கு அதிபரவளையத்தின் மையம் C ஆகும் . 


be y ? ) 


* 


Q2 


27. ) செவ்வக அதிபரவளையம் ( Rectangular Hyperbola) 

= 1 அதிபரவளையத்தின் எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரை 
களின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் 3 = 0 , + = 0 எனக் 
கண்டோம் . எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் தம்முள் நேர்க் 
குத்தாக இருந்தால் அஃதாவது எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரை 
களிடைப்பட்ட கோணம் செங்கோணமென்றால் , அதிபரவளையம் 
செவ்வக அதிபரவளையம் ( Rectangular Hyperbola ) எனப்படும் . 


- 
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இந் நிலையில் : x - : -- 


b ? = a2 
( அ - து) b = a 


- 3 


செவ்வக அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு x2 

a , 
அதன் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் சமன்பாடுகள் y = x , 


- 


எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகள் குறுக்காயத்தோடு 45 ? 
சாய்வில் இருக்கும் . 


- 


உயிர்வட்டத்தின் சமன்பாடு x2 + y ? 


a2 


a2 


இது ( 0 , 0 ) புள்ளியை மையமாகக் கொண்ட ஒரு புள்ளி 
வட்டமாகும் . எனவே , செவ்வக அதிபரவளையத்தின் உயிர் 
வட்டம் அதிபரவளையத்தின் மையமாகும் . 


28. எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகளை x , y ஆயங்களாகக் 
கொண்ட செவ்வக அதிபரவளை யச் சமன்பாடு . எட்டாப்புள்ளித் 
தொடுவரைகள் x , y ஆயங்களாகையால் அவற்றின் சமன் பாடுகள் 

x = 0 , y = 0 ஆகும் . 
எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் சேர்ந்த சமன் 

. 


. 


அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 

( k ஒரு நிலையெண் ) 


- 


-- 


அதிபரவளையக் குறுக்காயத்தின் 
நீளம் 2a என்றால் CA = a . A- ன் 
ஆயத்தொலைகள் ( CN , NA ) 


( 45 


A 


( அ - து ) ( CA cos 45 , 
CA sin 45 ° ) 


N 


( அ - து ) ( 2 ) 


படம் . 13 


-- 


- 


-4 


ரா 


* 


பா 


-- 


இப் புள்ளியை " எ 
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k , A புள்ளி வழிச் செல்வதால் 

k 
42 42 

ap 
k 

2 
செவ்வக அதிபரவளையச் சமன்பாடு . 

2 
c3 எனக்கொண்டால் இச் சமன்பாடு 
2 

xy = c ? என்று வரும் .. 
" 29. xy = c3 அதிபரவளையத்தில் 
( 1 ) ( x ] , y1 ) இடத்துத் தொடுவரை 1 + yx ] 2c2 . 
( 31 , 1 ) அதிபரவளையத்தில் இருப்பதால் By1 

xy1 + y * 1 = 3 2x1y1 
( அ - து ) + 

* y 
( 2 ) ( x1 , 1 )-ன் துணைக்கோடு Xy1 + yxy 203 . 
( 3 ) ( 31 , y1 ) - ஐ நடுப் புள்ளியாகக் கொண்ட நாணின் 

y1 + க ] 
சமன்பாடு 

11 cs , 
2 
( அ - து ) xy1 + yx ] 25111 

y 
( அ - து ) 

2 . 
* 1 1 
30. xy = c2 சமன் பாட்டில் 2 = ct , y = -ஐ ஈடாக்கினால் 
பொருந்தும் . 
எனவே , 

t- ன் அனைத்து மதிப்புகளுக்கும் Ct , 
கூறுவது மரபு . 


- 


--- 


கா 


- 


th 
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9 


612 


< t1 


, புள்ளிகளை இணைக்கும் நாண் . 

நாண் . 11 


12 , 


புள்ளிகள் ( hi ) ( 2 ) . 


ஆகையால் , இப் புள்ளிகளை 


இணைக்குங்கோட்டின் சமன்பாடு 


C 


y 


ct1 
cti - ct2 


- 


11 


t2 


y 

11 to 
( அ - து ) 

C ( t2 -11 ) 
- 12 ) சினையை அகற்றவே 


x -- C 
c ( t1 - is ) 


( 31 


- 


- ( - ) 14-3 - d 


eti 


( அ - து ) 
( அ - து ) 


- yt 12 + ct2 

cti 
x + ytr tg = c (t1 + ta ) 


- 


இச் சமன்பாட்டில் t1 = t2 t எனக் கொண்டால் 6t2 
இடத்துத் தொடுவரை கிடைக்கும் . 


1 இடத்துத் தொடுவரை 5 + yt : = 261. இத் தொடு 


வரையின் m = 


‘ t இடத்துச் செங்கோட்டின் m 
செங்கோட்டின் சமன்பாடு 


C 


= t2 ( x - ct ) 


- 


- 


* 


S 


( அ.து ) y ( 1 - 14 ) 
* 11 , 12 இடத்துத் தொடுவரைகள் 

1+ y112 2cti 

x + yt23 = 2ci , 
இச் சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் x = 

* Ft 
20 


2ct 13 , = 


2c 
11 + 12 
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8 


உ 


2c t2 
t + 


12 இடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி 

2c 
11 + 12 


4 


12 


இப் புள்ளியின் துணைக்கோடு ‘ t , புள்ளிகளை 
இணைக்குங் கோடாகும் . 
எனவே , , 

t1 , t2 புள்ளிகளை இனைக்குங் கோட்டின் 
2ct1 12_ 

20 
துணைப்புள்ளி t ] +1, t1 -- t2 

ஆகும் . 


) 


மாதிரி -12 

செவ்வக அதிபரவளையத்தின் 21 நீளமுடைய 
நாண்களின் நடுப்புள்ளி இயங்குவரை ( x2 + ya ) ( xy - c3 ) 
12xy என நிறுவுக . 
21 நீளமுடைய நாண் ஒன்றின் நுனிகள் ty 

என்றும் 
அந் நாணின் நடுப்புள்ளி ( 31 , y 1 ) என்றும் கொண்டால் 


2x1 


- 


cti + ctz 


2y = 


( 2 ) 


ti 


t2 


41 * - (41 – 4 ) + 6- ) 


( 3 ) 


* 


( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 11 , t2- ஐ அகற்றுக . 

( t1 
( 3 ) விருந்து 412 = c3 ( ty - t2 ) 2 + c ? 

- 12 ) 2 
113 122 

t2 ) 2 ( 112123 + 1 ) . 
( அ - து ) 4/4 = 

tit22 
c2 { (11 + ta ) - 4t1 t2 } (t12 1 , 2 + 1 ) 
t13 122 

( 4 ) 


c ( t ] 


- 


( 1 ) லிருந்து t + t2 


- 23 


( 2 ) லிருந்து 2y1 


c [ t ] + 12 ) 

ti to 


231 
t11 :2 


231 





ti tota 


- 


t1 12 


1 
y ] 


C 
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இம் மதிப்புகளை ( 4 ) -ல் ஈடாக்கின் 

432 
c2 


{ *** --* } ( +1 ) 


- 


* 2 


( அ - து ) 411 


12 


y12 
4x1 ( x y1 - c ) ( x12 

+ y 12 ) 
y1 
( அ - து ) 12 11 y1 = [ x1 y1 - c2 ) ( 312 + y12 ) . 

ஃ.. ( 31 , y1 ) - ன் இயங்குவரை 12xy = ( xy - c2 ) ( x2 + ya ) . 
31 . செவ்வக அதிபரவளையம் ஒரு முக்கோண முனைகள் 
வழிச்சென்றால் அது ( அதிபரவளையம் ) முக்கோணத்தின் செங் 
கோட்டு மையம் வழிச் செல்லும் . 

செவ்வக அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு y = c2 எனவும் 
முக்கோணத்தின் முனைகள் P 

Q 


31. 


R 


( cles ) 


" னவும் கொள்வோம் . 


R 


படம் - 4 


QR-ன் சமன்பாடு x + yal 


= c ( 12 + 1s ) 
1 


QR- ன் 


m 


-- 
- 


- 


t213 


- 


121 , PD , QR- க்கு .. 


- 


QR- ன் நேர்க்குத்துக் கோட்டின் m 
நேர்குத்தாக இருந்தால் அதன் சமன்பாடு 

== 1213 ( x - ct1 ) 


C 


( அ - து ) ) - 12tgx = 


- 


- 


ct ] 1213 
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இம்மாதிரியே PR- ன் நேர்க்குத்துக்கோடு QE- ன் சமன்பாடு 


C 


- 


.... ( 2 ) 


y_t1t3x 

ct it213 

t2 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் 


y = 


- 


ctitats 


titats 


PQR முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் . 


( 


ctit2t3 


titats 


இவ்வாயத்தொலைகள் xy - c2 சமன்பாட்டில் பொருந்து 
வதால் இப் புள்ளி அதிபரவளையத்தில் இருக்கும் . 
இப் புள்ளியை , t4 எனக் கொண்டால் tytatst4 1 . 


32. ( h , k ) புள்ளி வழி ஒரு செவ்வக அதிபரவளையத்தின் 
கான்கு 

செங்கோடுகள் செல்லுமெனவும் , அச் செங்கோடு 
களின் அடிகள் ஒரு முக்கோணத்தின் முனைகளும் அதன் 
செங்கோட்டு மையமும் ஆகும் எனவும் நிறுவுக . 


செவ்வக அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு xy = c2 எனக் 
கொள்க . இதன் t இடத்துச் செங்கோடு ( h , k ) புள்ளி 
வழிச் செல்லும் எனக்கொண்டால் 


k - ht2 


(1 - 14 ) . 


( அ - து ) ct4 


ht3 + kt - c = 0 


. ( 1 ) 


6 


. 


5 


இது நாற்படிச் சமன்பாடு ஆகையால் நான்கு தீர்வுகள் 
உண்டு. இத் தீர்வு ஒவ்வொன்றுக்கும் எதிர் நிலையாக ஒரு 
செங்கோடு ( h , k ) புள்ளிவழிச் செல்லும் . எனவே , ( h , k ) 
வழி நான்கு செங்கோடுகள் செல்லும் . 
அவற்றின் அடிகள் t1 t2 , 13 

* 4t என்றால் ( 1 ) -ன் 
தீர்வுகள் t1 , 12 , 13 , 14 ஆகும் . 

h 
t1 + 2 + 3 + + + 

( 2 ) 
Yi112 

( 3 ) 
k 
Yt1113 

( 4 ) 


... 


.. 


C 


... 


... 


-- 


... 


... 


t ] t2 13 14 


1 


( 
5 
) 


- 
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t ] , 12 , 3 , 4 புள்ளிகள் P , Q , R. T என்றால் 
PQR முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் 


C 


tl f213 


( 

64 1913 ) 
( அ - து ) ( al . i ) , { ( 5 ) சமன்பாட்டால் } 


PQR முக்கோணத்தின் செங்கோடு மையம் T ஆகும் . 


மாதிரி - 13 
ஒரு 

செவ்வக அதிபரவளையத்தில் வரைந்த ABC 
முக்கோணத்தின் பக்கங்கள் ஒரு எட்டாப் புள்ளித் தொடு 
வரையோடு a , p , Y கோணங்களைப் பிறப்பிக்கின்றன . A , B , C 
புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் ஒரு புள்ளி வழிச் சென்றால் 
Cof 2a + cot 2P + COt 2y = 0 என நிறுவுக . 


செவ்வக அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு xy a c3 எனவும் , 
A , B , C புள்ளிகள் 11 , 12 , 3 எனவும் இப் புள்ளிகளிடத்துச் 
செங்கோடுகள் ( h , k ) புள்ளிவழிச் செல்லும் எனவும் ( h , k ) 
லிருந்து செவ்வக அதிபரவளையத்துக்கு வரையும் நான்காவது 
செங்கோட்டடி 14 எனவும் கொள்க . 


. 


- 


- 


- 


0 { பகுதி 32 ( 3 ) } 

( 1 ) 
11 12 13 14 = 

{ 

( 5 ) } 
AB- ன் சமன்பாடு x + yil t2 = c ( t1 + 12 ) 
BC- ன் சமன்பாடு x + yr2 13 = c ( 12 + 3 ) 

CA- ன் சமன்பாடு x + y1st1 = c [ t ] +13 ) 
xy c2- ன் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் x , y ஆயங் 
களாகும் . 

ABC முக்கோணத்தின் பக்கங்கள் a , P , Y கோணங்களில் 
சாய்ந்திருக்கும் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரை y = 0 எனக் 
கொண்டால் , 
ப 

1 
tan a tan 8 

tany = 
ti ta 

1213 

1 

1 
fan2d 

1 - ty2t23 
cot 2d 
2tand 

2 

211 12 
tta 


% 3 


- 


* 


t13122 


- 


- 
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2 


- 


- 


ta 


2 


2 


1 - 122 13 

ப 

ts t 
ம் மாதிரியே cot 2 3 

cot2y 
21213 

2 :: 11 
* . cot 2 a + cot 2 p + Cot 2Y 
1 - t12 t22 

1 - 132 112 
+ 
211 12 

21311 
2 

- 11 t22 192 + - 112 12 132 

281 t219 
t1 + t2 + tg - tip tg (t ] 12 + t2 ts + 15 ty ) 

211 12 13 


19 
21213 


- 


( 1 ) , ( 2 ) சமன் பாடுகளிலிருந்து 54 - ஐ அகற்றுக 


- 


11 12 + tt3 + 1114 * 213 +1914 +1914 


0 . 


- 


( அ - து ) 11 12 + tits + t2 13 + 14 ( t ] + t2 + 13 ) 


0 . 


33 . 


( அ.து ) 1 | 1 , + tits + t2 ts 

[ t ] +12 + ts ) = 0 

t1 12 13 
( அ - து ) ( ! 1 t2 + 11ts + t2ts ) { 11121s t1 + 12 + ts ) = 0 
ஃ cot 2 a + cot 2 p + cot 2 Y = 0 . 

.. 
V 

ஒரு செவ்வக அதிபரவளையத்தின் ஒரு புள்ளி வழிச் 
செல்லும் நான்கு செங்கோட்டடிகள் மற்றொரு செவ்வக அதிபர 
வளையத்தில் இருக்கும் . 

C2 செவ்வக அதிபரவளையத்தின் 1 இடத்துச் செங்கோடு 
( h , k ) புள்ளி வழிச் சென்றால் 
hts + kt --- c = 0 எனக் கண்டோம் . 

kc 
( அ - து ) cs t2 - h ct + 

0 . 

( 1 ) 
t 


- 


ct4 


- 


- 


1 .. 


( x , yi ) புள்ளி t என்றால் x = ct , y1 = 


இம் மதிப்பு 


களை ( 1 ) -ல் ஈடாக்கினால் 


x12 -- hx ] + ky1 -- y12 = 0 

ஃ ( 91 , y1 ) புள்ளி x2 - y ? - hx * ky = 0 வளைவரையில் 
இருக்கும் . 


இது ( 0 , 0 ) , ( h , k ) புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் ஒரு செவ்வக 
அதிபரவளையமென எளிதிற் காணலாம் . 
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34 செவ்வக அதிபரவளையமும் ஒரு வட்டமும் வெட்டும் 
யுள்ளிகள் . 


செவ்வக அதிபரவளையத்தின் , வட்டத்தின் சமன்பாடுகள் 


xy 


- 


are 


( 1 ) 
( 2 ) 


: 


4 . 


x2 y ? + 2gx + 2fy + k = 0 
எனக் கொள்க . 


அதிபரவளையத்துப் புள்ளி ஒன்றின் ஆயத்தொலைகள் 

ப் புள்ளி வட்டத்தில் இருந்தால் 


( 


1 ) . 


c2 12 + 


2fc 
+ 2gct + 


+ k 





0 


( 3 ) 


. 


( அ - து ) 214 + 2gct + kta + 2fct +2 
இது நாற்படிச் சமன்பாடு ஆகையால் நான்கு தீர்வுகள் 
ஒவ்வொரு தீர்வுக்குத்தக 

வெட்டுப் புள்ளி 
கிடைக்கும் . எனவே , ஒரு செவ்வக அதிபரவளையத்தை ஒரு 
வட்டம் நான்கு புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


. 


( 3 ) -ன் தீர்வுகள் 11 , 13 , 13 , 14 எனக் கொண்டால் , 


28 


1 + 1 + 1 +14 


--- 


ப 


- 


k 


21 , 19 - 


- 


2f 


Yty t2 13 


- 2 


- 
- 


t ] 121914 


- 
- 


1 . 


மாதிரி - 14 


ஒரு வட்டம் செவ்வக அதிபரவளையம் ஒன்றை P , Q , R , T 
புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . அதிபரவளையத்தின் மையம் C , 
வட்டத்தின் ஆரை | எனின் , CP2 + CQ3 + CR2 + CT * 4r ? 
என நிறுவுக . 

வட்டத்தின் சமன்பாடு x2 + y ? +297 * 2fy + k O 
என்றால் , 2 = g + f2 - k . 


- 
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இவ் 


வட்டம் 

செவ்வக அதிபரவளையத்தை 
வெட்டும் புள்ளிகள் P , Q , R , T நிரலே ti , t2 , ty , tz ? 
என்றால் , 


2g 


C 


11 +1 +13+ t4 

k 
Ety t2 = 


c2 


Yt1 tats 


2f 


- 2 


C 


- 


ti 12 13 14 1 
C- ன் ஆயத்தொலைகள் ( 00 , ) 


.. CP2 + CQ2 + CR : + CT2 

c2 
= c2 ti + 

112 + 2 123 + + c2 132 + 

t , 


123 


+ 


192 


- 


+ 

t42 ) 
c2 ( t12 + t28 + 13 % + 142 ) 

1 1 1 

1 
+ 

+ 

122 
c2 { {t ] + t : +1, +14 ) 2 2 Yt1 t2 } 

1 1 1 1 

+ + 

t to 
k 

1 Σtita 
Yt1 12 = Σ 

Yt1t , 
tita tit21314 
: CP2 + CQ2 + CR3 + CT2 

2g 

2k 


+ ) 

* 
{ ( -2 ) -2* } + c { ( 2 ) -2 } 


k 


= 


483 + 4f ? - 4k 
4 ( ga + f - k ) 


- 
- 


மாதிரி -15 . 


முந்தின பயிற்சியின் PQR முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு 
மையம் , T- ன் விட்ட எதிர்ப்புள்ளி ( Diametrically opposite 
Poing ) என நிறுவுக . 
P , Q , R , T புள்ளிகள் ‘ t1 , tz , ty , ‘ t4 , 

tntet , t4 = 1 
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PQR முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் . 


- 


(-ம், 

- chips ) 
( அ - து ) (-4, - 1 ) 
இப் புள்ளி ( 4 ) அஃதாவது T- ன் விட்ட எதிர்ப்புள்ளி 


© 49 


யாகும் . 


பயிற்சிகள் 22 


1. xy 


xy = c ? அதிபரவளையத்தின் உயிர்ப் புள்ளிகளின் ஆயத் . 
தொலைகளையும் , உயிர்க்கோடுகளின் சமன்பாடுகளையும் காண்க 


0 , y 


- 


2 . m- ன் அனைத்து மதிப்புக்கும் y + mx 
கோடுகள் xy = 2 - ன் துணை இய விட்டங்கள் என நிறுவுக . 


3 . ஒரு செவ்வக அதிபரவளையத்தின் துணை இய 
விட்டங்கள் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளோடு சமச் சாய் 
வுடையனவாக இருக்கும் என நிறுவுக . 


4 . 


xy = c2 செவ்வக அதிபரவளையத்தின் துணை இய இரு . 
விட்டங்கள் x - e - 0 , y - s = 0 எனின் ( a , B ) புள்ளி xy = 2c2 
செவ்வக அதிபரவளையத்தில் இருக்குமென நிறுவுக . 


5. xy = c3 செவ்வக அதிபரவளையத்தின் P புள்ளியிலிருந்து 
அதன் ஆயங்களுக்கு PM , PN நேர்குத்துக் கோடுகள் வரையின் 
P இடத்துத் தொடுவரை MN- க்கு ஒரு போகாகும் என நிறுவுக . 


6. ஒரு புள்ளியின் y ? == 4 ax பரவளையத்தைச் சார்ந்த . 
துணைக்கோடு x2 = 4 by பரவளையத்தைத் தொட்டால் , அப் புள்ளி 
யின் இயங்குவரை ஒரு செவ்வக அதிபரவளையம் என நிறுவுக . 


7 . செவ்வக அதிபரவளையத்தில் A , B நிலைப் புள்ளிகள், 
P வேறுபடும் புள்ளி . PA , PB கோடுகள் எட்டாப்புள்ளித் தொடு 
வரை ஒன்றை K , L- ல் வெட்டினால் KL- ன் நீளம் நீலைத்தது எண 
நிறுவுக . 
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8. செவ்வக அதிபரவளையம் ஒன்றில் ஒரு சமபக்க முக் 
கோணம் வரையின் அதன் சுற்று வட்ட மையம் வளைவரையில் 
ருக்குமென நிறுவுக . 


-- 


9 . 


-- 


வட்டமும் ( v2, 1,) - 


1 செவ்வக அதிபரவளையமும் x 2 + 4ya 4 நீள் 
1 

புள்ளியிடத்துத் தொடும் என நிறுவுக . 


10. xy 

= 2 செவ்வக அதிபரவளையத் தொடுவரைகளின் 
* 2 + y )= a2 வட்டத்தைச் சார்ந்த துணைப் புள்ளிகளின் இயங்கு 
வரை 483xy a + என நிறுவுக . 


த 


11.xy c2 செவ்வக அதிபரவளையத்துப் புள்ளி ஒன்றின் 
ஆயத்தொலைகள் மாறு ராசி ஆல் ( c tang , ccot 6 ) எனக் குறிப் 
பிடின் , 8,0+ & இடத்துத் தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளியின் 
இயங்குவரை 4 { c2 - xy ) = ( x -- y ) 2 tan2 e என நிறுவுக . 


இங்கு & ஒரு நிலைக் கோணமாகும் . 


12. ஒரு செவ்வக அதிபரவளையத்தின் PQ , PR நாண்களின் 
டைப்பட்ட கோணம் செங்கோணமெனின் , P- லிருந்து QR- க்கு 
வரையும் நேர்குத்துக்கோடு அதிபரவளையத்தைத் தொடும் என 
நிறுவுக . 


13. xy = c3 செவ்வக அதிபரவளையமும் y3 = 4ax பரவளைய 
மும் வெட்டும் புள்ளியிடத்துத் தொடுவரைகள் x ஆயத்தோடு 
நிரலே , கோணங்களில் சாய்ந்திருப்பின் tan c + 2 tan p = 0 
என நிறுவுக . 


14. xy = c2 செவ்வக அதிபரவளையத்தின் ஒரு விட்டம் 
PPI . P இடத்துத் தொடுவரையும் P வழி ஒரு எட்டாப் புள்ளித் 
தொடுவரைக்கு ஒருபோகாக வரையும் கோடும் வெட்டும் புள்ளி 
யின் இயங்குவரை xy + 3c3 = 0 என நிறுவுக . 


15. * y = 

3 செவ்வக அதிபரவளையத்தின் விட்டமொன்று 
PPI . P இடத்துத் தொடுவரை எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளை 
வெட்டும் புள்ளிகள் Q , R எனின் , PI Q , P R கோடுகள் 
3xy + c = 0 அதிபரவளையத்தின் தொடுவரைகள் என நிறுவுக . 
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16. xy = c2 

( 2 செவ்வக அதிபரவளையத்தில் வரைந்த ஒரு 
முக்கோணத்தின் இருபக்கங்கள் xy = 4c2 அதிபரவளையத்தைத் 
தொட்டால் , மூன்றாவது பக்கம் xy = 49c2 அதிபரவளையத்தைத் 
தொடும் என நிறுவுக . 


17. xy = c2 செவ்வக அதிபரவளையத்தின் ( 2h , 2k ) வழிச் 
செல்லும் நாண்கள் தம் நடுப்புள்ளி இயங்குவரை 


( x - h ) ( y - k ) 


- 
- 


hka 


என நிறுவுக . 


பிரிக்கப்படும் xy == c2 


18. ( , ) இடத்துச் 

சழமாகப் 
செவ்வக அதிபரவளைய நாணின் நீளம் 


- 


c2 ) 


( ha - k2 ) ( hk 

his 


என நிறுவுக , 


19. xy = c2 செவ்வக அதிபரவளையத்தின் புள்ளி ஒன்றின் 
ஆயத் தொலைகள் ( c tans , Cot 6 ) . + 01 ஒரு நிலையெண் 
என்றால் 9 81 புள்ளிகளை இணைக்குங் கோடு ஒரு நிலைப் புள்ளி 
வழிச் செல்லும் என நிறுவுக . 


20.2 4ay பரவளையத்தின் தொடுவரை ஒன்று xy = c2 
செவ்வக அதிபரவளையத்தை P , Q புள்ளிகளில் வெட்டினால் , 
PQ- வின் நடுப்புள்ளி ஒரு நிலைத்த பரவளையத்தில் இருக்குமென 
நிறுவுக . 


நாண்களை 


21. செவ்வக அதிபரவளையத்தின் ஒருபோகு 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டங்கள் 

ஆயமுடைய 
வட்டங்கள் என நிறுவுக . 


பொது 


22. அதிபரவளையத்தின் நாண்கள் PQ , RT தம்முள் நேர்குத் 
தாக இருப்பின் இந் நாற் புள்ளிகளுள் மூன்றால் அமைந்த முக் 
கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் நாலாவது புள்ளியென் 
நிறுவுக . 


23. செவ்வக அதிபரவளைய உயிர்ப்புள்ளிகள் வழிச்செல்லும் 
வட்டமொன்று எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகளை P , P , Q , Q 
புள்ளிகளில் வெட்டின் PQ , PIQ , அதிபரவளையத்தின் தொடு 
வரைகள் என நிறுவுக . 
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24. xy = 2 - ன் * இடத்துச் செங்கோடு செவ்வக 

1 
அதிபரவளையத்தை மீண்டும் -ல் வெட்டினால் 11 


- 


என நிறுவுக . PQ- ன் நீளம் CPS- க்குத் தக வேறுபடும் 
நிறுவுக . C செவ்வக அதிபரவளையத்து மையமாகும் . 


25. C- ஐ மையமாகக் கொண்ட அதிபரவளையத்தின் P 
இடத்துச் செங்கோடு வளைவரையை மீண்டும் Q- ல் வெட்டினால் 
PQ2 | 3CP2 + - CQ ? என நிறுவுக . 


- 
ப 


26. செவ்வக அதிபரவளையச் செங்கோடு குறுக்காயத்தோடு 
- கோணத்தைப் பிறப்பிப்பின் , அது அதிபரவளையத்தை மீண்டும் 
cot - 1 ( 2 tan 28 ) கோணத்தில் வெட்டுமென நிறுவுக . 


27. xy 


ட 


- 


1282 செவ்வக அதிபரவளையத்தின் P ( 34 , 4a ) 
புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு மீண்டும் வளைவரையை Q- ல் 

125a 
வெட்டின் PQ என நிறுவுக . 

12 


- 


28. செவ்வக அதிபரவளையத்தின் P புள்ளியிடத்துத் தொடு 
வரையும் செங்கோடும் எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகளுள் 
ஒன்றோடு , a1 , 2 , வெட்டுத் துண்டுகளையும் ஏனையதோடு 51 , 
வெட்டுத் துண்டுகளையும் பிறப்பிப்பின் ala2 + bxb2 = 0 என 
நிறுவுக . 


b2 


29 . செவ்வக அதிபரவளையத்தின் P புள்ளியிடத்துத் தொடு 
வரையாலும் வளைவரை ஆயங்களாலும் அமைந்த முக்கோணப் 
பரப்பு 11 , P இடத்துச் செங்கோடும் எட்டாப்புள்ளித் தொடு 
வரைகளும் அமைந்த முக்கோணத்தின் பரப்பு 42 , செவ்வக 
அதிபரவளையத்தின் குறுக்காயம் 2a என்றால் 


A112 = as என நிறுவுக . 


30. செவ்வக அதிபரவளையத்தின் P இடத்துத் தொடுவரை , 
எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகளை L , L புள்ளிகளிலும் , P இடத் 
துச் செங்கோடு குறுக்காயத்தை G புள்ளியிலும் வெட்டினால் 
LGL செங்கோணம் என நிறுவுக . 
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31 . ஒரு செவ்வக அதிபரவளையத்தின் PQ நாண் வளை வரைப் 
புள்ளி 0 இடத்துச் செங்கோணத்தைப் பிறப்பித்தால் , 0 இடத் 
துச் செங்கோடு PQ- க்கு ஒருபோகாக இருக்கும் என நிறுவுக . 


32. YP 

c2 செவ்வக அதிபரவளையத்தின் செங்கோட்டு 
நாண்களின் துணைப்புள்ளிகளின் இயங்குவரை 


- 


( x2 - ya ) + 4c2xy 


() என நிறுவுக . 


33. xy = 3 அதிபரவளையத்து ( x1 , y1 ) , ( x2 , y2 ) , ( xs y3 ) , 
( x4 , y4 ) இடத்துச் செங்கோடுகள் (h , k ) புள்ளிவழிச் 
சென்றால் 

x1 + x2 + x : + x4 = h 
y1 + y2 + y : + y = k என நிறுவுக 


34. xy = c2 செவ்வக அதிபரவளையத்தின் P1 , P2 , P3 , P4 
இடத்துச் செங்கோடுகள் P வழிச் சென்றால் 

CP2 CP12 + CP22 + CPs ? + CP42 என நிறுவுக . 


வாடி 


35. P- லிருந்து xy = c- க்கு வரையும் செங்கோட்டு நீளங் 
களின் தன் பெருக்கக் கூட்டுத் தொகை 3 CP * என நிறுவுக . 


36. xy 


c2 செவ்வக அதிபரவளையத்துக்கு ஒரு புள்ளி வழி 
வரைந்த நான்கு செங்கோட்டடிகளுள் இரண்டிடத்துத் தொடு 
வரைகள் (6,77 ) , 1 = 1 , 2 . ........ புள்ளிகளிடத்து வெட்டினால் 


2 ..... 


(U ( 6 )- EE) -- 


+11 , 12 


( 2 ) 51.2 


- 
- 


16 


0 என நிறுவுக . 


37. செவ்வக அதிபரவளையத்தின் P , Q , R புள்ளிகளிடத்துச் 
செங்கோடுகளை வளைவரையில் T வழிச் சென்றால் , PQR முக் 
கோணத்தின் நடுக்கோட்டு மையம் அதிபரவளையத்தின் மைய 
மாகும் என நிறுவுக . 


38. xy = 2 - ன் P இடத்துச் செங்கோட்டில் ஒரு புள்ளியி 
லிருந்து வளைவரைக்கு வரைந்த மூன்று செங்கோட்டடிகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் நடுக்கோட்டு மைய இயங்குவரை P 
இடத்துச் செங்கோட்டுக்கு ஒரு போகான அதிபரவளையத்தின் 
விட்டமென நிறுவுக . 
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39 . செவ்வக அதிபரவளையத்தின் P1 , P2 , P3 , H புள்ளி 
களிடத்துச் செங்கோடுகள் ஒரு புள்ளிவழிச் செல்லும் . H வழி P1 , 
P2 , P3 இடத்துச் செங்கோடுகளுக்கு ஒருபோகாக வரையும் 
கோடுகள் மீண்டும் வளை வரையை Q1 , Q9 , Q , புள்ளிகளில் 
வெட்டினால் , Q1Q2Qs முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் 
H என நிறுவுக 


- 


40 x cosa + y sin d - p = 0 , x cos a + y sin a - p " 
0 கோடுகள் 

2 - ஐ வட்டப் புள்ளிகளில் வெட்டுதற் 
குரிய கட்டுப்பாடு என்ன ? 


41 . ஒரு செவ்வக அதிபரவளையத்தின் P இடத்துச் செங் 
கோடு PQ . PQ ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம் மீண்டும் அதி 
பரவளையத்தை D - ல் வெட்டினால் D , P விட்ட எதிர்ப்புள்ளிகள் 
என நிறுவுக 


42.xy = 2 செவ்வக அதிபரவளையத்தை ஒரு வட்டம் வெட் 
டும் புள்ளிகளின் * ஆயத்தொலைகளின் பெருக்கத் தொகை c + 
என நிறுவுக . 


43 . 


ஒரு வட்டம் செவ்வக அதிபரவளையம் ஒன்றை வெட்டும் 
புள்ளிகள் P , Q , R , T என்றால் ஒரு எட்டாப் புள்ளித் தொடு 
வரையிலிருந்து இப்புள்ளிகளின் தொலைகளின் பெருக்கத்தொகை 
ஏனைய எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரையிலிருந்துள்ள தொலைகளின் 
பெருக்கத் தொகையாகும் என நிறுவுக . 


44. ஒரு வட்டம் , செவ்வக அதிபரவளையம் ஒன்றை வெட்டும் 
புள்ளிகள் P , Q , R , T. 


( 1 ) PQ அதிபரவளையத்தின் மையம் வழிச் சென்றால் , RT 
வட்டத்தின் மையம் வழிச் செல்லும் எனவும் , 


( 2 ) QRT , RTP , TPQ , PQR , முக்கோணங்களின் 
செங்கோட்டு மையங்கள் வட்டத்தில் உள எனவும் , 


( 3 ) அதிபரவளைய மையத்திலிருந்து PQ , RT- க்கு வரையும் 
நேர்க்குத்துக் கோடுகள் p , q என்றால் pq c2 எனவும் நிறுவுக .. 


- 


9. போலார் துணையெண்கள் 

V ( Polar Co - ordinates ) 


. 


4 


0 நிலைப் புள்ளியிலிருந்து P- ன் தொலையான r- ம் , 0 வழிச் 
செல்லும் OA என்ற நிலைக் கோட்டோடு கூடி OP பிறப்பிக்கும் 
கோணம் 6 - வும் தெரிந்தால் P புள்ளியின் நிலையைக் காணலாம் . 


0 போல் ( Pole ) எனவும் 
OA தொடக்கக் கோடு ( Initial Line ) 
எனவும் , ஆரைத்தொலை ( Radius 
Vector ) எனவும் , தொலைக்கோணம் 
( Vectorial Angle ) எனவும் , 1 , சி 
என்பவை P- ன் போலார் 
யெண்கள் ( Polar Co - ordinates ) 
எனவும் கூறப்படும் . 


8 


துணை 


A. 


படம் 


115 


OA- லிருந்து இடமாக அளக்கப்படும் 8 - வும் , 0 - லிருந்து . 
தொலைக்கோண எல்லை ஆரை வழி ( Bounding Radius ) அளக்கப் 
படும் . r- ம் மிகையாகக் கருதப்படும் . 

எனவே ( r ; 8 -வும் .. 
( -r, * + 8 ) -வும் ஓரே புள்ளியைக் குறிக்கும் . 


2. ( r1,61 ) , ( r2,02 ) புள்ளிகளை இணைக்குங் கோட்டின் நீளம் .. 


8 


T 


படம் 


116 


( r1 , 81 ) ( r2 , 89 ) புள்ளிகள் P , Q எனக் கொள்வோம் . 
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- 


PQ ? = OP2 + OQ2 - 20P . OQ cos 

2 OP . OQ cos POO 
இங்கு OP = 1 , 00 = 1 , , PoQ = Q & A - POA 


- 


81 


QP2 = r12 + , 722 - 2rite cos ( 82 - 81 ) 
3. போலார் துணையெண்களைக் கார்த்தீசியன் ( Cartestan ) 
" முறைக்கு மாற்றல் . 

குறிப்பு : இதுவரை முன் அத்யாயங்களில் கண்ட ஆயத் 
தொலைகள் கார்த்தீசியன் ஆயத்தொலைகள் எனப்படும் . 


" 





படம் -117 
0 போல் வழித் தொடக்கக்கோட்டுக்கு 0Y- ஐ நேர்க்குத்தாக 
வரைக . 

OA தொடக்கக் கோட்டினை x ஆயமாகவும் : 
ஆயமாகவும் , P- ன் கார்த்தீசியன் ஆயத்தொலைகளை ( x , y ) 
ஆகவும் கொண்டால் 


OY- ஐ y 


X = ON 


- 


OP cos XOP = r cos8 


A 


- 


y 

NP = OPsinXOP = / sine . 
4 . 

ஒரு முக்கோண முனைகளின் போலார் துணையெண்கள் 
தெரிந்தால் முக்கோணத்தின் பரப்பினைக் காணல் . 

பி 


TA 


படம் 118 
P , Q , R புள்ளிகள் ( r ) , 81 ) , ( 12,62 ) , ( r3,8 , ) எனக் கொள்க . 
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4 


AOPR . 


PQR முக்கோணத்தின் பரப்பு 


APQ + AOQR 


1 
2 


OP . OQ . si PdO 


1 


1 


காப 


" L • ta sim : 0 , 


2 


A OQR 


1 
த 


12. fy . sia ts , - 02 ) 


நாடி 


A OPR - . n . sin (a 


81 ) 


- 


Ts . il- sin ( 61 


1 


- 


A POR { rur , sin { 8,1 

81 ) 
- + 127 , sin ( 69- 2 ) + Fry sin ( 01 -8 ) } 


8 . ஒரு கோட்டின் போலார் சமன்பாடு . 

ஆதியிலிருந்து ஒரு கோட்டுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் 
தோடு x ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணம் 

நேர் 
குத்துக்கோட்டின் நீளம் P என்றால் , கோட்டின் சமன்பாடு 
x cos cx + y sin c = p எனக் கண்டோம் . 

ஆதியைப் 
போலாகவும் , x- ஆயத்தைத் தொடக்கக் கோடாகவும் கொண் 
டால் கார்த்தீசியன் முறையிலிருந்து போலார் முறைக்கு மாற்ற 
x = r cos 8 , y = r sin g- ஐ சமன்பாட்டில் ஈடாக்கல் வேண்டும் . 
அக் கோட்டின் போலார் சமன்பாடு 

T cos I cos e + Tsin isine = 
( அ - து ) r cos 18 - c ) = p 
இச் சமன் பாட்டினை அடியிற் கண்ட வாறும் அறியலாம் 

1 


படம் -19 


21 
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இக் கோட்டு P புள்ளியின் 


போலார் துணையெண்கள் [ r , 8 ) 


- என்றால் , 


OP == r , LAOP 8 . 21.0P 
OPL முக்கோணத்தில் OL = OP cos LOP 

( அ.து ) p - | cos ( 8 


6. கார்த்தீசியன் முறைப்படி ஒரு கோட்டின் பொதுப்படைச் 
சமன்பாடு Ax + By + C = ( ) 


-ஆயத்தைத் தொடக்கக் கோடாகவும் , ஆதியைப் 
போலாகவும் கொண்டு இச் சமன்பாட்டில் x = r cos 8 , y == 
r sin 8 - ஐ ஈடாக்கினால் இக் கோட்டின் போலார் சமன்பாடு 
வரும் . எனவே , கோட்டின் போலார் சமன்பாடு 


C 


A cos 9 + B sin a 


C- ன் மதிப்பு சுன்னமில்லை யென்றால் அஃதாவது கோடு 
ஆதி வழிச் செல்லாதிருப்பின் இச் 

ச சமன் பாட்டை 

C 
பெருக்கவே 


kA 


COS 


- 


kB 
C 


Ć sing 


= A cos 0 + B sin 8 வரும் . 


என வே , போல் வழிச் செல்லாக் கோட்டின் பொதுப்படைப் 
போலார் சமன்பாடு 


k 


A cos 8 + Bsin . 


போல் வழிச் செல்லும் ஒரு கோட்டின் சமன்பாடு 

நிலையெண் 


- 


t / 7 . ஒருபோகான கோடுகள் 
p = r cos (0- c ) 


c ) கோடுகள் 


Pl r cos ( 0 
எளிதிற் காணலாம் . 


ஒருபோகானவை 


போலார் துணையெண்கள் 
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k 
இதனால் , 


கன் 
- 


A cos + Bsing 


k 


- 
-- 


A cos I + B sing . கோடுகளும் 


போ கனலை எனக் காணலாம் . 


k 


பயா 


A coa 8 + B x 8 - க்கு ஒருபோகான கோடுகளின் 


சான் பாடு k நிலையெண்ணை 


மாற்றினாற் 


பொதுப்படை 
கிடைக்கும் . 


28. நேர்குத்தான கோடுகள் 
Ax + By + C = () . 


Ay + C 

0 கோடுகள் தம்முள் நேர்குத்தானவை . 
இவற்றைப் போலார் மறைக்கு மாற்றினால் 


- 


wer 


A cos 0 of enfin B sin 


k 


B COS O 


- 


Asine 


EN 


T 


- 


கோடுகள் தம்முள் நேர்க்குத்தானவை எனக் காணலாம் . 

k 
எனவே , A 050 -- Bsina கோட்டுக்கு தேர்க் 
குத்தான கோட்டின் சமன்பாடு காண இச் சமன் பாட்டில் 
நிலையெ -குப் பதில் வேறொரு நிலையெண்ணையும் 8 - க்குப் 
பதில் 6+ 2 " ஐயும் எழுதவேண்டும் . 


கவே , நோக்குத்தான கோட்டின் சமன்பாடு 


CO3 


+ B sin 


( - + 3 ) 


-- 


( a + * ) 


இம் மாதிரியே 


P 


T Cs ( 0 


- c ) - க்கு நேர்க்குத்தான 


கோட்டின் சமன்பாடு P = r cos 


( 0 


e + 


+1 ) 


ஒரு கோட்டின் சமன்பாடு . 

1 
= A cos 8 + Bsins 


( 1 ) 


எனக் கொள்வோம் . 


- 


- 
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5 k cose , Bk sin e எனக் கொண்டால் 

ப 

= rcos ( 8 - e ) 

k 
எனவே , போலிலிருந்து இக் கோட்டுக்கு வரையும் நோக்கத்துக் 
கோடு தொடக்கக் கோட்டோடு - கோணம் சாய்ந்திருக்கும் . 
வேருெரு கோட்டின் சமன்பாடு 


... ( 3 ) 


= A cos 0 + B sins 
எனக் கொள்வோம் . 


இங்கு A = k cos e , B = ki sin e ! எனக்கொண்டால் மிக 
கோட்டின் சமன் பாடு 


r eos { 0 


- 
கே 


( 1 ) , ( 3 ) கோடுகள் தம்முள் நேர்க்குத்தாவதற்கு அவற்றிற்கு 
போலிருந்து 

வரையும் 

நேர்க்குத்துக் கோடுகளிடைப்பட்ட 
கோணம் 90 " ஆக இருத்தல் வேண்டும் 
( அ.து ) c - 

2 
( அ - து ) cis ( e - e ) 01 
( அ - து ) GOs & cos e ---- shri ce aia e ! 

B BI 
( அ - து ) 

O 
k k k K 
( அ - து ) Ak ! + BE 0 . 
எனவே , AA + BB 

0 என்றால் 

A cos I + B so 


+ 


T 


- 


A cos + B sin a 


கோடுகள் 


தம்முள் 


நேர்க்குத்தானவை , 
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போலார் துணை யெண்கள் 


- பா 


a , OG 


M 


9. வட்டத்தின் போலார் சமன்பாடு , வட்டத்தின் மையம் 
[ c . a ) எனவு . ஆரை a se : வும் , பட்டப் புள்ளி P- ன் துணை 
யெண்கள் ( r , 0 எனவும் கொள்க . 
CPA OC2 + OP2- ... 20C.OP. Cos COP 
CP == r C , OP = 1 , / 400 2 e , / AOP = 6 . 

27C COS ( 0 
போல் வட்டவரையில் இருப்பின் C == a 
இந்நிலையில் வட்டத்தின் சமன்பாடு 

a2 == a2 + - r2 --- 2 ra cos ( 0 - e ) 
( அ - து ) 2 

2ra cos ( 8 c ) 
2a cos ( e - e ) 

... ( 2 ) 
வட்டவரையிலும் , தொடக்கக் கோடு வட்டத்தின் 
விட்டமாகவும் இருப்பின் 
ந் நிலயில் வட்டத்தின் சமன்பாடு 

2a cos 0 

- .. ( 3 ) 
> == 2a cos I வட்டத்தில் 81 , 82 தொலைக்கோணங் 
ரூடைய புள்ளிகளை இணைக்கும் நாணின் சமன்பாடு . 


--- 


- 


Hot 


- 


போலார் முபாயில் 

கோட்டின் 

சமன்பாடு 
== r cos { 0-- e ) 
இக் கோடு ( 2a cos 01 , 11 ) , ( 2a cos 62 , 62 ) புள்ளிகள்வழிச் 
சென்றால் 
p 2a cos 61 cms [ 0 ] 

.. ( ? ) 
=== 2a cast2 cos ( 82 

( 3 ) 
S ( > s & ] cos ( 81 - c ) = cos 69. cos ( 89 e ) 

cos ( 281 - e ) -- cos c = cos ( 2 82-8 ) + -cos ee 
( அ - து ) cos ( 281 | c ) == cos ( 202 - c ) 
( அ - து ) 281 = (262 c ) 
41 # 2 ஆகையால் 2011 

( 289 
எனவே , as a 81 + 2 . 

4 ) 
( 2 ) ஆல் P 2a cos 81 cos 62 

... ( 5 ) 
( 4 ) , ( 5 ) -ஐ ( 1 ) -ல் ஈடாக்கினால் நாணின் சமன்பாடு 
la cos 01. cos 02 = r cos ( 0 --- 61 - 

6 இடத்துத் தொடுவரையைக் காண 61 02 = 4 என்று 
கொள்ள வேண்டும் . 

2. இடத்துத் தொடுவரை r cos { a - 7e ) = 2a cor : a 


- 


- 


- 


- 


. 


- 
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மாதிரி 1 
ABC முக்கோண சுற்று 

வட்டப்புள்ளி Q- லிருந்து 
முக்கோணப் பக்கங்களுக்கு வரையும் நேர்க்குத்துக் கோட்டு 
அடிகள் ஒரே கோட்டில் இருப்பன என நிறுவுக . 


0 புள்ளியைப் போலாகவும் 

விட்டத்தினைத் 
தொடக்கக் கோடாகவும் கொண்டால் வட்டத்தில் சமன்பாடு 
la cos 8 . 


-- 


A , B , C- யின் தொலைக் கோணங்களை நிரலே 0 , 8. எனக் 
கொள்க . 


புவி ளிகளை 


BC 

( 20 cos D. ) . ( 20 cosy , Y ) 
இணைக்குங் கோடாகும் . 


எனவே அதன் சமன்பாடு 

2a cos pcos Y u r cos ( 0 -- -- y ) 


... ( 1 ) 


CA , AB கோடுகளின் சமன்பாடுகள் 

2a cos y cos e r cos ( -y - c ) 
2a cos a cos B = r cos ( 0 - P ) 


- 


எனவே , O- லிருந்து ( 1) , ( 2 ) , ( 3 ) கோடுகளுக்கு வரையும் 
நேர்குத்துக் கோட்டடிகள் நிரலே ( 2a cos e cosY , p - Y ) 
( 20 COSY Cose.y + c ) , ( 2a cos C Cosp , c + P ) ஆகும் . இப் 
புள்ளிகள் 2a cos C cos pcos Y = r cos ( 0 B -Y) 
கோட்டில் உளவென எளிதிற் காணலாம் .. 


- 


மாதிரி 2 . 


r == 2a co $ 8 வட்டத் தொடுவரைகளுக்குப் போலிலிருந்து 
கரையும் நேர்க்குத்துக் கோட்டடிகளின் இயங்குவரை என் 


QP , வட்டத்தின் Q இடத்துத் தொடுவரை என்றும் , 
OP போலிலிருந்து QP- க்கு வரையும் நேர்க்குத்துக் 
என்றும் ( P , c ) ( r1,61 ) நிரலே Q , P புள்ளிகளின் 
பெண்கள் என்றும் கொள்க . 


துணை 
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தொடுவரைச் சமன்பாட்டினால் 
போலார் துணையெண்கள் 
P 

Q 
O 

C 
வட்டத்தின் { P , & } இடத்துத் தொடு வரை 
Pcos ( 0 

2acrc . 


படம் -121 


20 ) 


AN 


- 


என்றும் , சி 


++ 


OP = xa co52 ce 

la cos2 


2 c என்றும் காணலாம் . 

... ( 1 ) 
... ( 2 ) 


61 


-க 


2 


61 


( 2 ) -ஐ ( 1 ) -ல் ஈடாக்கினால் 


ru = 2a cos2 


=1+cos 01 ) . 
( r1 , 01 ) -ன் இயங்குவரை r = { 1 -- cos 6 ) . 
இவ் வளை வரை நெஞ்சுவளை ( Cardioid ) ஆகும் . 
மாதிரி 3 

குறித்த கோணங்களுடைய ஒரு முக்கோண முனைகளுள் 
ஒன்று நிலைப் புள்ளியாக மற்றொன்று ஒரு குறித்த வட்டத்தில் 
இயங்கினால் எஞ்சிய முனையின் இயங்குவரை என்ன ? 

வQ 


PNp 


A 


O 


C 


படம் -122 
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நிலைத்த முனை 0 - ஐப் போலாகவும் , போலையும் குறித்த 
வட்டத்தின் மீயம் C- ஐயும் இணைக்குங் கோட்டைத் தொடக்கக் 
கோடாகவும் , R- ஐ வட்டத்தின் ஆரையாகவும் (OC- ஐ C ஆகவும் 
முக்கோணத்தின் கோணங்களை e , p , Y ஆகவும் கொள்க . 


வட்டத்தின் சமன்பாடு r2 -- 2rc cos I + 2 = R2 ... ( 1 ) 
முக்கோணத்தில் ஒரு நிலை O P Q எனவும் , P , Q புள்ளிகளின் 
துணையெண்கள் நிரலே ( P. ) , ( 101 ) எனவும் கொள்க . 
OP sin y 

நிலையெண் k 
OQ SIDB 


3 


- 


PP 


( அ - து ) 


k 


- 


P = kry 

= 81 


- 


P- ன் துணையெண்கள் ( 1 ) சமன்பாட்டின் பொருந்தும் , 
அச் சமன்பாட்டில் - E kri , 0 = 61 - -ஐ ஈடாக்கினால் , 
k2 r12 - 2kry c cos 181 

R3 என்று வரும் . 
( 1 , 01 ) -ன் இயங்குவரை , அஃதாவது Q- ன் இயங்குவரை 
ks ? - 2k r c cos { 8 -- c ) + c * 

c ) + c 3 4 R2 வட்டமாகும் . 


f 


TH 


மாதிரி 4 


rs - kr cos ( 8- c ) + k d = 0 சமன்பாடு : 
படும் பொழுது பொதுவாயமுடைய ஒரு நிலை வட்டங்களைக் 
குறிக்கும் நிறுவுக . 

வட்டங்களின் எல்லைப் 
புள்ளிகளின் போலார் துணையெண்களையும் , சமதொடுவரை 
-யாயத்தின் போலார் சமன் பாட்டினையும் காண்க . 


என 


இவ் 


-க 


இந் நிலை வட்டங்களின் இரு வட்டங்களின் சமன்பாடு 

ra - k r cos ( 6 - c ) + d = 0 . 

r2 - ka r cos ( 8 - c ) + kaa 0 . 
{ r2 - kir cos ( 8 -- c ) + kid } 
{ r2-- kar cos ( 0 - e ) + k2d } 

சமன்பாடு 
( அ - து ) ( k --k , ) { rcos ( 8- c ) - d } 

( அ - து ) / cos ( 0- c ) --- ds= () இவ் வட்டங்கள் 
வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் ஒரு கோட்டைக் குறிக்கும் . 


-- 


கம் 


போலார் துணையெண்கள் 
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இக் கோடு இவ்வட்டங்களின் சாரொடு வரை ஆயமாகும் . 

கோட்டின் சன்2. ட்டில் 1 , k இல்லாமையால் , இந் நிலை 
G + டங்களின் ஏதாவது 

தாவது இரு கட்டங்கள் எடுத்தால் அவற்றிற்கு 
இக் கோடு சகதொடுவோர த 2 மாளும் . CT CE வே , இவ் வட்டங்கள் 
பொதுவாயமுடைய வட்டங்களாகும் . 

இவ் வட்டங்களின் சமன் டாட்டை.... 


m 


- 


மையம் 


என்று எழுதலாம் . 

இவ் வட்டத்தின் ஆரை < k - kd , 
{ } k ; c ) 
இவ் வட்டம் புனி வட்டமாயின் 

kd 
( அ - து ) k == 0 அல்லது Jd . 
வளி வட்டங்களி மையங்கள் 


ka 


* + + 


-- 


எல்லைப் புள்ளிகள் ( 1) , c ) ( 20 , c ) ஆகும் . 

போலின விக்ப் புக்னியாகக் கொண்ட கூம்பு வெட்டி 
உன் போலார் சமன்பாடு . 

பேம்பு வெட்டியின் உயிர் புள்ளி S , உயிர்க்கோடு ZM , 
மையத் தொலைத்தகவு 8 , நேரகத்தின் நீளம் 21 எனக் கொள்க . 

உயிர்க் கோட்டுக்கு 7 - ஐ நோகுத்தாக வரைக 
LSL - ஐ நேரகலமாக கொண்டால் , 

SL 

e . SZ 
( அ - து ) 1 = e . SZ 


SU 


" + 


தொடக்கக் கோடு 


--- 


SIN 


Z 


படம் -123 


-- 
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கூம்பு வெட்டிப் புள்ளி P- யின் துனையெண்கள் ( r , 6 ) 
எனவும் , உயிர்க்கோட்டுக்கும் SZ- க்கும் P- யிலிருந்து வரையும் 
நேர்குத்துக் கோடுகளை நிரலே PM , PN னவும் கொள்க . 


SP3 e . PM 


* e . NZ 
en e ( SZ E SN ) 


-- ( ! - SP OF ) 


- 


er cos a 

. 


- 


( அ - து ) ( 1 + e cos O ) 


1 


I colori e cos o 


கிளைத் தேற்றம் : கூப்புவெட்டின் 

தொடக்கக் 
கோட்டோடு கோணம் சாய்ந்திருப்பின் SP , SZ ஓடு -- 
கோணத்தைப் பிறப்பிக்கும் . 


எனவே , கூம்புவெட்டியின் சமன்பாடு 


an 1 + E cos ( a 


12. உயிர்க்கோடு ZM . உயிர்க்கோட்டின் 

சமன்பாடு 
காண , அதிலிருக்கும் ஒரு புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் ( r , 0 ) 
எனக்கொள்க . 


r cosa 


- 


SZ 


- 


எனவே , S- ன் ஒத்த உயிர்க்கோட்டின் சமன்பாடு 

1 

& cos . 


Spe 


பாக 


c ) - ன் உயிர்க்கோட்டின் சமன்பாடு 


- 
பாக 


e cos ( 8 
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13 . 


. 


+ 1 + e cos 8 கூம்பு வெட்டியின் வளைவரை வரைதல் . 


வகை 1. e = 0 எனக் கொண்டால் 

( அ - து ) r நிலையெண் 
எனவே , இவ்வளை வரை போலே மையமாகவும் 1 - ஐ ஆரை 
யாகவும் கொண்ட ஒருவட்டமாகும் . 

வகை 2.0e1. 


| 


8 = () என்றால் , 1 = 


என் மீப்பெரு . 


cos 8 - வின் மீப்பெருமதிப்பு : ஆகையால் 
மதிப்பு 1+ e . 


ப 


-ன்மீச்சிறு மதிப்பு 


1 


1 


8 = 1 என்றால் r = 


1 


- 


0 - லிருந்து ஈ - க்கு . கூடுகையில் , 


r- ன் மதிப்புக் கூடி வந்து 


1 


8 = * என்றிருக்கையில் 


மீப்பெருமதிப்பை அடையும் . 


- 


- 


* 


A 


A 


SD 


Tro, 


படம் - 124 


என்றால் -ன்மதிப்பு ! 
2 
cos ( * + 01 ) = cos ( * --- 81 ) . 
எனவே , ந - வின் * + 01 , * - 61 மதிப்புகளுக்குத்தக -க்கு , 
ஒரே மதிப்புக் கிடைப்பதால் தொடக்கக் கோட்டோடு சமத் 
சீருடையதாகும் . 
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e < 1 ஆகையால் இவ் வளைவரை ஓரு நீள் வட்டமாகும் . 
அதன் உருவத்தை இப்படத்தில் காண்க . 


e = 1 என்றால் கூம்பு வெட்டி பரவளையமாகும் . 

1 
அதன் சமன்பாடு 1 -- Cose . 


H 
4H 


---காத 


T 


" 7 ) என்றால் , I THE . 

1. இது என் மீச் சிறு மதிப்பாகும் . 


4 


AL 


படம் - 25 


r- ன் மதிப்பும் கூடும் . 

. 


-வின் மதிப்புக் கூடும் பொழுது 

என்றால் = 


6. * மதிப்பை நெருங்கும்பொழுது -ன் மதிப்பு எண்ணிலியை 
நெருங்கும் . 


வளைவரை ( வகை 2 - ஐப் போல் ) தொடக்கக் கோட்டோடு 
சமச்சீருடையதாகும் . 


e > 1 என்றால் , கூம்பு வெட்டி அதிபரவளைய 
மாகும் . 6 - வின் 

2 

* இம் மதிப்புகளுக்கு இடைப்பட்ட ஒரு 
மதிப்புக்கு ! + e cos 8 - ன் மதிப்பு சுன்னமாகும் . 


அம் மதிப்பை - எனக் கொண்டால் 

1+ e cosa 


COS 


பக 


1 


Se= 0 என்றால் = 


போலார் துணையெண்கள் 


r . ன் மதிப்பு 1 + e 


8 - வின் மதிப்பு சுதினத்திலிருந்து 6 - க்கக் கூடும் பொழுது : 

லிருந்து எண்ணிலிருக்குக் கூடும் எனவே , 
A-வின் இம்மதிப்புகளுக்குச் 

சமன்பாடு 

குறிப்பிடும் 
பகுதி A K. 

இங்கு K , A- லிருந்து எண்ணிலித் தொலையில் 
இருக்கும் . 8 - வின் மதிப்பு வை 

c- வை விடக் கூடுதலாயின் ஈ - ன் 
மதிப்புக் குறையாகும் . 4 - லிருந்து 7 - க்கு 8 - வின் மதிப்புக் 
கூடுகையில் -ன் மதிப்புக் குறையாகம் 

எண்கனள 
குறைந்துகொண்டும் வரும் . 


8 = * என்றால் 


இம்மதிப்புகளுக்குத்தக 


படத்தின் 


எனவே , -வின் 
பகுதி கிடைக்கும் . 


7 , 2m 


மதிப்புகளுக்கிடைப்பட்ட -வின் மதிப்புக . 
ளுக்குத்தக வளை வரையின் பகுதியைச் 

சமச்சீரினால் 
லாம் . 


ஈ - லிருந்து 20 C- க்கு 6 - வின் மதிப்புக் கூடும் பொழுது 
A N பகுதியும் , 27-0 - லிருந்து காக்கு 

வின் மதிப்புக் 
கூடும் பொழுது L A பகுதியும் கிடைக்கும் . இங்கு L , M , N. 
புள்ளிகள் 

A , A புள்ளிகளிலிருந்து எண்ணிலித் தொலையில் 
இருக்கும் . 


AI 


s 


படம் - 126 


செவ்வக அதிபரவளையத்தின் e 

02 

! 
அதன் சமன்பாடு 1 + ve cos 8 . 


- 
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VIA. 

4 / 


= 1 + e cost- ன் & -ps & + நீ தொலைக் கோணங் 


களுடைய புள்ளிகளை இணைக்கும் நாணின் சமன்பாடு . 
போல்வழிச் செல்லாக் கோட்டின் பொதுப்படைச் சமன்பாடு 

1 

A cosa + Bsing 


- 


- 


P 


+3 


a - p , a + p தொலைக் 
கோணங்களுடைய புள்ளி 
களை P , Q எனக் கொள் 
வோம் . 


R - 3 
S 


- 


படம் -127 


-- 


* 


P , Q புள்ளிகள் 


cos ) - ல் இருப்பதால் 


* 


1 
1 -- e cos te p ) 

( 2 ) 
SP 
| = ! + e cos ( es + $ ) 

.. ( 2 ) 
So 
P , Q புள்ளிகள் ( 1 ) கோட்டில் இருப்பதால் 

1 

A cos ( e -- $ ) 4. Bsin ( e - B ) ... ( 4 ) 
SP 


- 


ப 


P : | 


- 


So 

A cos ( e + p ) + B sis ( e + E ) ... ( 5 ) 
( 2 ) , ( 3 ) , (4 ) ( 5 ) சமன்பாடுகளால் 
1+ e cos ( e -- B ) A 

( 
1 fo e cos ( confor B Acos ( e + B ) Bin ( c + நீ ) 
( அ - து ) ( A e ) 

e } coste P ) + Beine 

e ) cos ( c + P ) - Bsin ( ) 1 
இச் சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் A , B- ன் மதிப்புகள் வரும் . 
( A - e ) sin ( e + 3 b ) sin ( e + p ) -sin ( e - B ) 

2 ( A e ) sin pcos P 2 cos e sin a 

A = e + cos sep 
B sin 2 B cos ( e 

cos ( 

eB) 


( A 


- 


--- 


போலார் துணை யெண்கள் 


B sis ce seg p . 

நாணின் சமன்பாடு 
= { e + cos e sex p ) cos I + aia c sec s sist 8 

- 8 


= e ccs 8 + sec pcos ( 8 ~-c ) 


பா 


... ( 7 ) 


- 


p 1) என்றால் P , Q புள்ளிகள் ஒன்போடும் . அத் நிலையில் 
P- ன் தொலைக்கோணம் c ; P இடத்துத் தொடுவரை P Q. 

c இடத்துத் தொடுவரை காண P Q- வின் 
பாட்டில் p = ) -ஐ ஈடாக்கல் வேண்டும் 

8. இடத்துத் தொடுவதை us : e cos 0 --- cos (aa ) as { * } 


ஃ 


+ e cos ( e 


Y ) கூம்பு வெட்டிக்கு இடத்துத் தொடு 


அவரை 


காண ( 8 ) தொடுவரைச் 

சமன்பாட்டில் 6 , 6 - க்குப் 
பதில் நிரலே cz - Y , I am Y- ஐ ஈடாக்கல் வேண்டும் . எனவே 
8 இடத்துத் தொடுவரைச் சமன் பாடு 


Y ) cos ( 0 


e cos 0 


- 


( அ - து ) , 


-- == e cos ( 0 --Y ) - cos ( 8 - c ) 


மாதிரி 5 , 

செவ்வக அதிபரவளைய உயிர் புள்ளிகளுள் ஒன்றோடு 
செங்கோணம் பிறப்பிக்கும் அதிபரவளைய நாண்கள் 
ஒரு நிலைத்த பரவளையத்தைத் தொடும் என நிறுவுக . 


P 


ane 


படம் - 128 


M 


- 
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| 


1 + 42 Eos * 


செவ்வக அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 


பிறப்பிக்கும் ஒரு 


நான் 


எனவும் , S " ஓடு செங்கோனம் 
PP எனவும் கொள்க 


P.P- ன் தொலைக் 


கோணங்களை 


நிரலே 2 --- 8,84 


1 


H 
4uted 


எனக் கொண்டால் PISP 


B 


1 


- 


. 


29 
நீ 


15 * 


- 


PP- ன் சமன்பாடு 


க 
* HE 


வைகை 


Va cos + sec p cos ( 0 


P 


45 "-ஐ இங்கு ஈடாக்கினால் PP1- ன் * RE பாடு 


1 


n 


V2cos ( + - sec 45 " cos { 8 


- 


= cos ( ) -+ - cos ( 8 


IRTRF 


- 


இக் கோடு 


1 --- cos வளைவரையை 


இடத்துத் 


42 


தொடும் . 


| 
1 + cos வளவரை 

போலை உயிர்ப்புள்ளியாகவும் 
1/ 2r 
தொடக்கக் கோட்டை ஆயமாகவும் கொண்ட ஒரு பரவளைய 
மாகும் . 


2 


- 


- 


இப் பரவளைத்தின் நோகல நீளம் 


பட 


= 1/2 


V2 


மாதிரி 6 


நிலைக் 


உயிர்ப்புள்ளிகளுள் ஒன்றோடு ஒரு 
பிறப்பிக்கும் கூம்பு வெட்டி 

கூம்பு வெட்டி நாண்களின் 
தம் இயங்குவரை என்ன ? 


துணைப் 


புள்ளிகள் 


போலார் துணையெண்கள் 
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கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாடு 


ப 


க 
* 


1 ---- = cosa 


எனக் கொள்க . 


( Y :38 ) 


P 


S 


படம் -129 
P , Q புள்ளிகளின் தொலைக்கோணங்களை 
எனக் கொண்டால் 


- நீ , a + 8 


OSP = 29 = நிலைக்கோணம் 2 K. 

p = K 


P இடத்துத் தொடுவரைச் சமன்பாடு 
ப 

* cos H -- cos ( a . as + p ) 


- 


Q இடத்துத் தொடுவரைச் சமன்பாடு 

= e cos 8 + cos ( 8 - P ) 


P , Q இடத்துத் தொடுவரைகள் ( 1 , 01) - ல் வெட்டினால் 

1 

= & cos 81 --- cos ( 01 -- & +3 ) 


- 


( 
2 
) 
( 
3 
) 


1 


= c cos 01 + cos ( 81 


க 


- B ) 


--- 


P ) 


( 3 ) , ( 2 )-லிருந்து 
cos ( 61-- & + p ) = cos ( 81 

-e + p = + ( 01 
22 


- 


A ) 
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+ குறியை எடுத்துக்கொண்டால் e , P கோணங்களுக்கு 
டையே ஒரு தொடர்பு வந்து விடுவதால் அக் குறியை எடுக்க 
வேண்டாம் . 


01 


e + நீ 


- 


( 01 / 


B 


2011 


- 


இம் மதிப்பை ( 2 ) -ல் ஈடாக்கினால் 


= e cos 81 + cos F , 


1 
( அ - து ) = e Cosa1 + cos K 

1 
ஃ ( r1 , 01 ) -ன் இயங்குவரை 

T Cos - Ges K. 
I sec K 
- ( அ - து ) 

1 * sec K. cost . 


- 


I sec K 


- 


Ly e sec K 


B என்றால் , 


L 

= 1 + E cost . 


இது போலை உயிர்ப்புள்ளியாகவும் , தொடக்கக் கோட்டை 
ஆயமாகவும் கொண்ட கூம்பு வெட்டியாகும் . 


. 


இதன் உயிர்க்கோடு 


EcosO 


I sec K 


- 


( அ - து ) 


5 sec K. cos , 


1 


( அ - து ) 


cose . 


T 


இக் கோடு ( 1 ) கூம்பு வெட்டியின் உயிர்க்கோடாகும் . 
எனவே ( 1 ) , ( 4 ) கூம்பு வெட்டிகளுக்கு ஒரு பொது உயிர்ப் 
புள்ளியும் , ஒரு பொது உயிர்க்கோடும் உண்டு 
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15. கூம்பு வெட்டியின் சில பண்புகள் 

( 1 ) PQ உயிர்ப்புள்ளிவழி நாண் என்றால் SP , SL , SQ இசை 
தொடர் ( Harmonic Progression ) ஆகும் . 


P 


cl 


- 


S 


படம் -130 


Q- ன் 


P- ன் தொலைக் கோணத்தை 2 எனக் கொண்டால் 
தொலைக் கோணம் c . 


. 


கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாடு 


-- 


தா 
- 


1 + 


எனக்கொள்க . 


P- ன் துணையெண்கள் ( SP , C ) 
Q- ன் துணையெண்கள் ( SQ , * + a ) 
P , Q புள்ளிகள் கூம்பு வெட்டியில் இருப்பதால் 


| 
SP 


1+ cos e 


SQ 


1+ : cos ( 1 + a ) = 1 - cos a 


1 


35 


கய 


1 1 
( 1 ) -யும் , ( 2 ) -யும் கூட்டினால் 

2 
SP SQ 
1 

1 
அ ) + 

SP SQ 
* SP , SL , SQ இசைத் தொடராகும் . 


2 


- 


. 
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( 2 ) ஒரு கூம்பு வெட்டியின் P இடத்துத் தொடுவரை 
உயிர்க் கோட்டினை K- ல் வெட்டினால் / KSP ஒரு செங்கோண 
மாகும் . 


கூம்புவெட்டியின் சமன்பாட்டினை 


-- = 1 -- e cos 8 எனவும் 


P- ன் தொலைக் 

கோணத்தை 
a எனவும் கொண்டால் உயிர்ப்புள்ளி 
S போல் ஆகும் . 


P இடத்துத் தொடுவரைச் சமன் பாடு 


படம் 131 


= = cos 8 + cos ( 6 - a ) 


( 1 ) 


உயிர்க்கோட்டின் சமன்பாடு 


1 


e cos8 


மார் 


.. ( 2 ) 


( 1 ) , ( 2 ) கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி K. இடத்து 

e cos 0 + cos ( 0 - c ) as e Cos 8 
ஃ cos ( 6 - c ) = 0 


( அ - து ) 8- e = + 


2 


-வ 


ஃ. K. இடத்து 


2 


2 


A 


ZSP 


- 


2 , ZSK 


WE 


2 


- 


T 


KSP == zs ? - ASK 

( a + *2 ) 
+ 

2 
( 3 ) ஒரு கூம்பு வெட்டியின் P , Q புள்ளிகளிடத்துத் தொடு 
வரைகள் T இடத்து வெட்டினால் 

( a ) PSQ கோணத்தை ST சமமாகப் பிரிக்கும் . 


- 


---- 
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க 


( b ) PQ உயிர்கோட்டினை K- ல் வெட்டினால் TSK 
( c ) கூம்பு வெட்டி பரவளையமென்றால் 

ST2 - SP.SQ. 


தொலைக் 


கோணங்கள் e , நீ எனக் 


P , Q புள்ளிகளின் 
கொள்க . 


P , Q இடத்துத் தொடுவரைகள் நிரலே 


= e cos t + cos ( 0 - e ) 


|. = e cos & + cos ( 0 - 3 ) 


4 . 


S 


Z 


படம்- 132 
இத்தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளியிடத்து 
cos ( 6 -c ) = cos ( 8 B ) 

+ ( 8- ) 


- 


+ குறியை எடுத்துக்கொண்டால் 10 


- 


8 


B 


P 


- 


P , Q புள்ளிகளை வெவ்வேறு புள்ளிகளாகக் கொண்டதால் 
P என வராது . 

+ குறி எடுக்கத்தக்கதன்று . 
- குறியை எடுத்துக்கொண்டால் . 

- ( --B ) 
a + P 
2 


( a ) PSZ 


A 
TSZ 


a + P 

2 


- 


- 


- 
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* 


Tsp = 4 + P - d = e - 

뗄 


- 


QSZ 


தி . 


TSZ = 


B 


- 


a - P 

2 


* 


QST 


B 


- 


2 


- 


-- 


TSP QST . 

ST , QSP கோணத்தைச் சமமாகப் பிரிக்கும் . 
(b ) உயிர்க்கோட்டின் சமன்பாடு e cos 6 

PQ- ன் சமன்பாடு 
1 

B 

ce -- B 
e cos0-- SEC 

COS 
2 

2 


- 
- 


K இடத்து 


B 


Cos 8 


- 


€ cos of sec 


2 


( s- * * * ) 
( 4- " ) 


. 


. 
பதம் 


0 


e + 8 


-- 


27 
/ 


KSZ = 


a to B 

2 


2 


A 


TSK 


- 


TSZ KSZ 
e - B 

a -- 8 
2 

2 


- 
- 


+ 


+ 


1 


( c ) PT- ன் சமன்பாடு 


4 


Cos Oficos ( o 


at + 8 
இங்கு = -ஐ ஈடாக்கினால் ST- ன் நீளம் காணலாம் . 

2 


. 


1 
ST 


a + P 


a for B 
COS 

+ cos 
2 


--- 


e ) 


2 


- 


COS 


+ cos 


2 


2 


ப 
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* 


ஃ ST 
e + 

தி 
@COS 

+ cos 

2 
கூம்பு வெட்டி பரவளையமென்றால் C = 1 

1 
ST = 
c + B 

B 
COS 

to cos 
2 

2 
11 

B 
2 cos COS 

20 2 

. 
1+ cos , 

1 + cos B 
SP 

SQ 

ப 
1+ cos C 

2 cos2 1/2 
| 

1 
SQ 
1 + cos P 

2 cos2 9/2 

1 
SP . SQ 

ST2 . 
4 cos2 1/2 cos29/ 2 


- 


- 


. SP 


- 


- 


- 
- 


( 4 ) உயிர்ப் புள்ளிகளுள் ஒன்றிலிருந்து கூம்பு வெட்டித் 
தொடுவரைகளுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் அடிகள் 
தம் இயங்குவரை ஒரு வட்டமாகும் . 


கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாடு 


1+ Ecose 


எனக் 


கொண்டால் - தொலைக் கோணமுடைய புள்ளியிடத்துத் தொடு 
வரைச் சமன்பாடு 


== & cos e + cos ( -e) 


... ( 1 ) 


T 


இக் கோட்டுக்கு நேர்க்குத்தாகப் போல் வழிச் செல்லும் 
கோட்டின் சமன்பாடு 
0 = sin a + sin ( -- c ) 

( 2 ) 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து - வை அகற்றினால் இக் 
கோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரை தோன்றும் . 
அவ் வியங்குவரையின் சமன்பாடு 

2 
S cos8 + es sins a 1 


. 


-- 
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why 


( அ - து ) 12 ( 1 - ea ) + 2 ler cos 8 12 O 
இது ஒரு வட்டமாகும் . 
நீள்வட்டத்துக்கு ! = a (1-2) 
எனவே , இச் சமன்பாட்டினை 2 + 2 aer cos 0 + -a ? es cer as 
என்று எழுதலாம் . 


நீள்வட்டத்தின் மையம் , 


இவ் வட்டத்தின் மையம் , 
( ae , T ) ஆரை 6 , 


பரவளையத்துக்கு 1 
இச் சமன்பாட்டில் 

1 -ஐ ஈடாக்கினால் 
2Ir COSO 

0 என்று வரும் . 


-- 


TH 


- 


( அ - து ) 


- 


2COS . 


இது பரவளையத்தின் முனையிடத்துத் தொடு வரையாகும் . 
எனவே , 

பரவளையத்தொடுவரைக்கு உயிர்ப்புள்ளியிலிருந்து 
வரையும் நேர்க்குத்துக் கோடு அடி பரவளையத்தின் முனை 
யிடத்துத் தொடுவரையில் இருக்கும் . 


16 . 


----- 
--- 


1 + e cos 6 - ன் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் . 


1 


e இடத்துத் தொடுவரை 


= e cos I + cos ( 8 


க 


- c ) - ( 1 ) . 


புள்ளி 


a தொலைக் கோணமுடைய 

வளை வரைக்கண் 
எட்டாவரையில் ( Line at Infinity ) இருந்தால் 

0 1 cose 


* .. 


( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து & -வை அகற்றினால் எட்டாம் 
புள்ளித் தொடுவரைகள் கிடைக்கும் . 


COS 


- 


1 


4 


1 ) சமன்பாட்டை விரித்து எழுதினால் 

e cos ) + cos I cos & + sin a sin a 


( அ - து ) 


= cos I ( e + cosa ) + sin a sin a 


= cos & ( e + cosa ) = sin av1 -- cos & 


பட 


-ப 


345 , 
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1 


Cose 


ஈங்கு ஈடாக்கினால் 


1 


COS 


( 


sin 


1 


e2 


22 


- 


cos8 + 


sin e 


sin @ 


Cos8 + 


- } 


4 / 42 - 1 


17. ! = 


= 1 + e cos 8 - ன் உயிர்வட்டம் 


P ( 1 - 2 ) +2 eir cos 0 


212 = 0 . 


தம்முள் நேர்குத்தான இரு தொடுவரைகள் வெட்டும் 
புள்ளியின் இயங்குவரை உயிர் வட்டமாகும் . C , தொலைக் 
கோணங்களுடைய புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகள் 


. 


= e cos + cos ( 8 


-- 


* = e cos I + cos ( 6 --- B ) 


( 2 ) 


இவை வெட்டும் புள்ளி ( r1 , 01 ) எனக் கொண்டால் 


= e cos 01 + cos ( 81 - a ) 
11 


. ( 3 ) 


= e cos 81 + cos ( 81 - 2 ) 


T 


.. cos ( 61 


cos ( 01 - ) 
a + 

2 


... (5 ) 


- 


பட்ட 


--- 


இம் மதிப்பை ( 3 ) -ல் ஈடாக்கினால் 

B 
Ecos 01Cos 
T1 

2 
( 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விரித்து எழுதினால் 


... ( 6 ). 


( e + cosa ) cos G + sin asini 


= ( e + ces p ) cos 8 - + sin ssin a 


- 


- 
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இக் கோடுகள் தம்முள் நேர் குத்தாலின் 

( e + cosa ) ( e -- COP + sin a sin p 
( அ - து ) 3 + e ( cose + cos B ) + cos ( e B) 0 
( அ - து ) 42 + 2e cos ) ( a + - p ) cos } {a- p ) + 

2 cos23 ( ce - B ) - 1 = 0 . 


பொன் 


இங்கு ( 5 ) , ( 6 ) -ஐ ஈடாக்கினால் 


22 1 --- 2e cos 01 


e cos 01 


) 


( 
) 


8 


+ 2 


* EOS 01 


- 


2 el cos 61_282 cosa 81 +2 


{ அ - து ) 2-1 + 


4 le cris8 


+262 co8281 


- 


0 


t 


0 


( அ - து ) ( 2 

2elry cos 81 + 212 
( அ - து ) ( 1 - 2 )ry 2 + 2elry cos 81 212 


- 


ஃ . [ r1 , 1 ) -ன் இயங்குவரை 

( 1 -- e2 ) r2 + 2 el r cos 9 - 242 22 0 


1 என்றால் உயிர்வட்டத்தின் சமன்பாடு 
21r cos 8212 = 0 

F COSO 

ப 
( அ - து ) 

Ms Cos8 


-பா 


இது பரவளையத்து உயிர்க்கோட்டின் சமன்பாடு . எனவே , 
தம்முள் நேர்குத்தான பரவளையத் தொடுவரைகள் உயிர்க் 
கோட்டில் வெட்டும் . பரவளையத்தின் உயிர்வட்டம் அதன் 
உயிர்க்கோடாகும் . 

I 

1 + e cos -ன் தொலைக்கோணமுடைய புள்ளி 
யிடத்துச் செங்கோடு . 

a இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 


18 . 


= e cos a + cos ( 0- a ) 
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இக் கோட்டுக்கு நேர்குத்தான கோட்டின் சமன் பாடு 


k 


€ COS 


( 8+ " ) 


cos 


( 6 + 3-4 ) 


k 


- 


. 


( அ - து ) 


e sin a 


sin to 


- 


a ) 


து 4 இடத்துச் செங்கோடு ஆக வேண்டுமானால் 


புள்ளிவழிச் செல்ல வேண்டும் . 


1 


COS a 


k [ 1+ & cos e ) 


NI 


e sin of 


le sin a 
k 

1-- Cose 
எனவே , 4 இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 


€ sin a 
1 COS 


1 
சி 


- 
-- 


e sin a ---- sill --a ) 


மாதிரி 7 . 

ஒரு கூம்பு வெட்டியின் P இடத்துச் செங்கோடு ஆயத்தை 
G- ல் வெட்டினால் SG sta E SP என நிறுவுக . 


படம் -153 


P- ன் தொலைக்கோணம் - எனக் கொள்க . 
P இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 
e sin a 

ena e sin s + sin ( 8 
1- Ecose 
ச் செங்கோடு ஆயத்தை -ல் வெட்டினால் அவ்விடத்து 8 


- 


- 
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sin x -- sin ( x --- e ) 


. 


- 


e sin a | 
1 + e cosa SG 

e sin a 
1 


( அ - து ) 1 + e cosa 


sin a 


. 


SG 


SG at 

1 + e cos & 
P புள்ளியின் தொலைக்கோணம் - ஆகையால் 
1 

1 dlho e cosa : . SP 
SP 

1+ ecos & 
எனலே SG = E. SP . 


மாதிரி 8 . 
1 
= 1 + E cos 0 - ன் L நேரகல நுனியிடத்துச் செங்கோடு 


T 


வளைவரையை மீண்டும் Q- ல் வெட்டினால் 

1 ( 1 + 3e2 + e4 ) 
SQ = 

என நிறுவுக . 
(( 1 + 22 -- e + ) 


L- ன் துணையெண்கள் 


( 1,2 ) 


a இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 


e sin ce 
1 + e cose 


e + ( C 


. 


- 


இங்கு 

2 
1 இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 
el 
= a sina cos 8 


.. 


... ( 1 ) 


1 


கூம்பு வெட்டி யின் சமன்பாடு 


- 


1 + e cos 


( 
2 
) 


( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் Q- ன் துணையெண் 
களைக் கணக்கிடலாம் . 


ஃ e ( 1 + e cos 8 ) = s sin 6 cos 8 . 
( அ - து ) ( 1 + 22 ) cos 0 e sin a + e = 0 . 


s 
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( அ - து ) { e + ( 1 --- e ? ) cos & } 2 

82 sin28. 
( அ -து ) 2 + ( 1 + 22 ) 2 urs2 0 + 2e ( 1 + e ? ) cos 8 == easinan . 

( அ -து ) ( 1 + 82 ; 2 cos2 0 + 24 ( 1 + ea ) cos 8 + ea cos28 = 0 . 
cos e + 0. : { 1 + - e ? ) 2 cms 8 + 28 ( 1 + ee ) - 22 cos I = 

( அ - து ) ( 1 + e ? + e4 ) cos s = - 2e ( 1 + 2 ) 


COS8 


2e1-- 2 ) 
1+ 3e2 +e4 


.. ( 3 ) 


- 


SQ-ன் 


* 


தொலைக்கோணம் 


( 3 ) -ஆல் 


கிடைக்கும் 


Q புள்ளி 


--- 
- 


= 1 + cos 8 ல் இருப்பதால் 


1 
SQ 


- 


1+ e cos 0 


- 
- 


1 


1 


... ( 3 ) 


1 + Se2 -- 4 


e4 


- 


SQ 


1 . 


( 1 + 382 + 4 ) 
( 1 + 3 - 4 ) 


- 


மாதிரி 


9 . 


1 


+ cos 8 பரவளையத்தின் 6 , p , Y தொலைக்கோணங்க 


ளுடைய புள்ளியிடத்துச் செங்கோடுகள் ( c , ( ) புள்ளி வழிச் 


சென்றால் 


B 


- 


( 1 ) tan 


2 


-- tar 


+ tan 


Y 
2 


-- 


0 என்றும் 


2 


2 


( 2 ) e + p + Y = 29 என்றும் நிறுவுக . 
* 01 இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 


slot1 


1 


ப 


6 


= six + sin ( 8 


1 + cos 01 


இக்கோடு { c , ; ) வழிச் சென்றால் 
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ஆயத்தொலை வடிவ வணிதம் , 


sin a i 


- 


or sin + - $ in to 


tan 


81 
2 


-TH4 
F 


இச் சமன் பாட்டில் 


கொண்டான் 


= 


+ 


sino tin 


1 
1+ 


-cos 


21 
1 . 

1--2 
1-12 
1 + 12 

21 
( அ - து ) 

20 


+ 


21 


- 


1 - * - cos t . 


- 


sin + sins . 


It ( ! --- 12 ) 


2t cos 


- 


( 1 + 2 + 1 - 2 , sins 


ME 


( அ - து ) 


- 


- 


( அ - து ) 13 -- ht 

2c sin p 2 ct cos 4 . 
( அ - து ) 113 --- ( 1 + 2a cost- 2c sins O ... { 1 ) 

இது முப்படிச் சமன்பாடு ஆகையால் இதற்கு மூன்று 
தீர்வுகள் உண்டு 


. 


ஒவ்வொரு தீர்வுக்குத்தா , பரவளையத்தின் ஒரு 

செங் 
கோடு ( e , ¢ ) வழிச் செல்லும் . அச் செங்கோட்டு அடிகள் 
2 , 3 , Y ஆகும் . 


ஃ ( 1 ) -ன் தீர்வுகள் 11 , 12 , tg னக் கொண்டால் 

B 
tory 

11 , ta : 
2 2 

2 


-- 
பார்க்க 


0 


சமன்பாட்டிலிருந்து 11 +1 

C SOS 


( 3 ) 


- 


2csin - 


ப 
-- 


t t2ts 


என்று வரும் . 


- 


tan 


Y 
2 


tan 

2 


- 


+ tan 


03 , { ( 2 ) -ஆல் } 


2 


tan 


Y 
2 


tan 


+ 


நீ 
2 


+ 


2 ) 


W 
Star -tan 

---. tan tan 
2 

2 
C 

B 
Start tan 

2 


2 


A 


-- 
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- 


ttats 
Ett2 


- 


PC Stu 


0 


1 


1 + 2C Cos 0 


= tan - 


* + 


Y 
+ = mr + , ( 2 ஒரு முழு எண் ) 

2 . 


2 


- 


- 


27ா 20 
= 0 ) என்றால் , 8 + p + Y 29 . 

1 
19. (r1 , 81 ) புள்ளியின் 1+ COS கூம்பு வெட்டியைக் 
சார்ந்த துணைக்கோடு . 


F 


T 


1- cos 

& 6 கூம்பு வெட்டியின் P , Q புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடுவரைகள் வெட்டும் புள்ளி( 1:61 ) எனவும் , P , Q புள்ளிகளின் 
தொலைக் கோணங்கள் A , e - + நீ எனவும் கொள்வோம் . 

( r1 , 81 ) -ன் துணைக்கோடு PQ ஆகும் . 


PQ-ன் சமன்பாடு 


= c cos 1 - + sec s cos ( 0 --- a ) ... { 1 ) 


P , Q இடத்துத் தொடுவரைகள் 


- 


sa e cos I + cos ( 0 - & + p ) 


1 


= c cos G + cos ( 0 


இத் தொடுவரைகள் (r 1 , 81 ) -ல் வெட்டுவதால் 
1 

+ நீ ) 
T 
1 

EcoSBI + cos ( 01 


... ( 2 ) 


.... ( 3 ) 


+ 


++ 


படி 


Cos ( 31 


a + P 


cos ( 0 

( Oi 


B ) 


91 


= ( 01 


8 ) 
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+ குறியை எடுத்துக்கொண்டால் p = 0 என்று வரும் . இந் 
நிலையில் P , Q புள்ளிகள் ஒன்றுபடும் . P , Q புள்ளிகள் வெவ்வேறு 
புள்ளிகள் எனக் கொண்டோம் , ஆதலின் -- குறியைக் கொள்ள 
வேண்டாம் . குறியை எடுத்துக்கொண்டால் 
81 - c + p ( 61 P) 


இதனை ( 2 ) -ல் ஈடாக்கினால் 


= e cos P1 + cos p 


L 


( அ- து ) cos 8 


1 
11 


& Cos81 


& , B- ன் மதிப்புகளை ( 1 ) -ல் ஈடாக்கினால் 
1 

1 
= e cos 8 + ) 

cos ( 0 
-ecos81 


81 ) 


€ COS 


( அ - து ) ( 

) - 

e cos 81 

1 ) = cos ( 0-11 ) 
20. ( ry , 81 ) லிருந்து +1+ cos 0 கூம்பு வெட்டிக்கு 
வரையும் இரு தொடுவரைகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு . 

க தொலைக்கோணமுடைய P புள்ளியிடத்துத் தொடுவரை 


= e cos 8 + cos ( 0 - a ) 


... ( 1 ) 


இது (f1 , 81 ) வழிச் சென்றால் 


= e cos 81 + cos ( 81 - a ) 


... ( 2 ) 


( r1 , 81 )-லிருந்து கூம்பு வெட்டிக்கு வரையும் தொடுவரையில் 
உள்ள புள்ளியின் துணையெண்கள் , ( 2 ) -ஆல் வரும் . -ன் மதிப் 
புக்கு , ( 1 ) -ல் பொருந்தும் . எனவே ( 1) ,( 2 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 
a- வை அகற்றினால் , தொடுவரைப் புள்ளிகளின் துணையெண்கள் 
இசையும் ஒரு சமன்பாடு வரும் . 


( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளை விரித்து எழுதினால் 


cos a cos I + sin a sina 


( H 


Ecos 8 
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1 
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& os & cys S1 + sin a sing 


( 


more e cos 81 


음 


$ 51 ) -- 


எனவே , 


COS OS 


( G 


e cos 


sin 61 


( 


e cos 81 sin e 


gina 


-- 
-- 


1 
sin - 6 ) 


- 


1 


- 


ecosal cost 


ecos01 


) 


cos 01 


1 


ee coSG 


sin 8 


) cose- ( 
158 ) 

) 


e cos 81 


- 


sina 


{ ( H 
+ { G 


( 
- 


1) ம } 
) aas 0 } 


- 


COSO 


& cos 01 


COS 


- 


sin2 ( 81 - 6 ) 


- 


( அ - து ) 


- 


e cos01 


- 


e COS 


en cos61 


) 


cos ( 8-01 ) 

= sin ? ( 61 


- 


1 


( H- ¢ cos 4) + H 81 ) -2(H - ) 

( ) 
+ - cos 3) -1 } { H 
{ H ( A - 60s 01)- 008(01-1) } (3) 


- 


e cos 81 


3 , ) - 1 } 


e cos 


- 


1 


இச் சமன்பாட்டினால் 


-1 + e cos 0 


அதிபரவளையத் 


T 


- 


தின் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் சமன்பாடு காண 
லாம் . 

le 
அதிபரவளையத்தின் மையம் ( 
மையத்திலிருந்து அதிபரவளையத்துக்கு வரையும் தொடு 
வரைகள் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் ஆகையால் 

23 


9) 


22 


ப 
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* 


22 


le 
( 3 ) -ல் 1 = 

-1 

ச 0 - ஐ ஈடாக்கினால் எட்டாப் புள்ளித் 
தொடுவரைகளின் சமன்பாடு வரும் . எனவே , எட்டாப் புள்ளித், 
தொடுவரைகளின் சமன் பாடு 


e Cog 


e cose 


e cos o 


e cOS 


{ H * 8) -1 } { ( - ) - 1} 

{ ( H * ) ( - -- ) - cos 8 } / 
( அ - து ) { H 00s 8) - 1} ( - 1) 
- { -1 ( cos 8 ) - cos 4 } " 
( அ - து ) ( H - c cos 8) (I )--- 

( -- a ) 12010 ( --*++ ) 
( அ - து ) - ( H * ) - ( - 1) 

2( H - 13011 ) 
( H - c cos 6 ) " + 2 - 8) 

* 
-- 
( அ - து ) ( G 

( F - 10 4 ) 


e2 


e 


+ cosa 8 . 


-e co8 


Cos8 


+ cog * 8 . 


e 


COS 


or e cos 


e 


1 


cos28 


- 


1 


co826 


- 


1 


cos2 - 


e2 


( 1-1 )(l - cos 8 ) 


1 


sin28 


- 


e2 
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V / e2 


1 


- 


203 6 
Cos E + 

e 


- 


sica 


+ 

- 


1 


( அ - து ) 


COS 8 


sin a 


+ Ve? 


- 


( --1 ) 
* - { 


pin 


Cose = 


Ve2 


- 


மாதிரி 10 . 

21 நேரகல நீளமுடைய கூம்பு வெட்டியின் உயிர்ப்புள்ளி 
வழிச் செல்லும் ஒரு வட்டம் கூம்புவெட்டியை உயிர்ப்புள்ளியி 
லிருந்து 1 , 12 , ry , 14 தொலையில் வெட்டினால் 
1 1 

1 2 
+ + 

என நிறுவுக 


1 


- 


- 


f 


உயிர்ப்புள்ளியைப் போலாகவும் , ஆயத்தைத் தொடக்கக் 
கோடாகவும் கொண்டால் கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாடு 
1 
= 1 + e cos 0 


S வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் விட்டம் d , அதன் விட்டம் 
ஆயத்தோடு சாய்ந்திருக்கும் கோணம் - என்றால் வட்டத்தின் 
சமன்பாடு 
1 = d cos ( 6 - a ) 

( 2 ) 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 9 - வை அகற்றினால் 
11 , 19 , ry , 4 - ஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட r- ன் 

சமன்பாடு 
ஒன்று தோன்றும் . 

1 
( 1 ) -ஆல் Cose 

ஃ sine - 


- 


T 


- 


/ 1- (I - 5 , 


te 


( 2 ) -ஐ விரித்து எழுதினால் 

r = d cos I cos a + d sin a sin a 


1 


- 


( அ - து ) ra d cos & 


+ d sin a 


1 


ம 


re 


நம 


( அ - து ) { r2e d ( l - r ) cos e } 2 
da sin a { raee - ( 1 --r) " } 

( அ - து ) e2 / 4 + 2de cos e rs 
+ ( de 

del cose d2e3 sin2 c ) r2 - 2lds / + d212 = 6 
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P1 Fergr4 = 


( 3 ) 


e2 


21d2 


( 4 ) 


e : 


Fergr4 + rsr4f1 + fligr4 + rulers 
( 4 ) -ஐ ( 3) -ஆல் வகுத்தால் 
11 

1 

2 
11 Ts 

2 


- 


+ 


+ 


+ 


fs 


பொது 


மாதிரி 11 . 
இரு கூம்புவட்டிகளுக்கு ஒரு 

உயிர்ப்புள்ளி 
இருப்பின் , அவற்றின் பொது நாண்களுள் இரண்டு அவற்றின் 
உயிர்க்கோடுகள் வெட்டும் புள்ளிவழிச் செல்லும் என நிறுவுக . 


பொது 


உயிர்ப்புள்ளியைப் போலாகவும் , 

கூம்பு 
வெட்டியின் ஆயத்தைத் தொடக்கக் கோடாகவும் , ஏனைய கூம்பு 
வெட்டியின் ஆயம் இக் கோட்டோடு 4 கோணம் சாய்ந்திருப்ப 
தாகவும் கொண்டால் கூம்பு வெட்டிகளின் சமன்பாடுகள் 
1+ e cos I 

( 1 ) 


- 


. 
+ ( 


= 1 + Ecos (6- 4 ) 


... 


( 2 ) 


( 1 ) , ( 2 ) கூம்பு வெட்டிகனின் பொது உயிர்ப் புள்ளியின் 


ஒத்த உயிர்க்கோடுகள் 


e cos , 


. 

= E cos ( 8-6 ) 


( 2 ) -ஐ ( 1 )-லிருந்து கழித்தால் 
1 - L 

= e cos 6 B cos ( 6 - e ) 


( 3 ) 


இது ஒரு கோட்டினைக் குறிப்பதாலும் , ( 1 ) , ( 2 ) கூம்பு 
வெட்டிகளின் பொதுப் புள்ளிகள் வழிச் செல்வதாலும் , ஒருபொது 
நாணைக் குறிக்கும் . 


( r , 8 ) , ( --7 , 7 + 8 ) துணை யெண்கள் ஒரே புள்ளியைக் 
குறிப்பதால் 

1 + E cos ( K ) 


1 


- 
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( அ - து ) , 


1 + e cos F-வும் 


- 


F 


1 + e cos 9 -வும் ஒரே கூம்பு வெட்டியைக் குறிக்கும் . 
( 1 ) கூம்புவெட்டியின் சமன்பாட்டை 


! 


1 + e cos @ 


-- 


... ( 4 ) 


- 


என்று கொள்க . 


L 


- 


1+ B cos (0- 4 ) 


இச் சமன்பாடுகளைக் கூட்டவே 


1 + L 

= e cos 8 + E cos ( 8-6 ) 


( 5 ) 


ச் சமன்பாடு ஒரு கோட்டினைக் குறிப்பதாலும் கூம்பு 
வெட்டிகளின் பொதுப் புள்ளிவழிச் செல்லுவதாலும் , இது 
ஒரு பொது நாணினைக் குறிக்கும் . 


ஃ இக் கூம்பு வெட்டிகளின் பொது நாண்களுள் இரண்டின் 
சமன் பாடு . 


1 


L 


- 


€ cos @ 


E cos ( - ) 


P 


+ L 

= e cos i + E cos ( 8- a ) 


( அ - து ) 


( H- cos 4 ) - { + - Ecos(a- a )} - 
( + - 4 cos 1 ) + { H 

) + {H - Ec 

E cove- s )} 


- 


L 


- 


-- 


- 
- 


Ecos ( a - a ) = ) 


e cos 0 


இந் நாண்கள் 


. 


கோடுகள் அஃதாவது ( 1) , ( 2 ) கூம்பு வெட்டிகளின் உயிர்க் 
கோடுகள் வெட்டும் புள்ளிவழிச் செல்லும் . 
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மோதிரி 12 . 


21. போலார் சமன்பாட்டிலிருந்து வளை வரை வரைதல் . 
10 = 3 cos 3 + 4 since + 5 சமன்பாடு வளைவரையை 


வரைக . 


2 
ச் சமன்பாட்டை 


1+ 


cos 


cos G + 


t rin . என்று 


எழுதலாம் . 


3 


3 


= COS & என்றால் , sin a 


4 . 
5 


2 

= 1 - cos a cos e + sin asin s 


= 1+ cos ( 8 - a ) 


இது போலை உயிர்ப்புள்ளியாகவும் , தொடக்கக் கோட்டோடு 
* கோணம் சாய்ந்த கோட்டை ஆயமாகவும் கொண்ட கூம்பு 
வெட்டியாகும் . இக் கூம்பு வெட்டியின் மையத் தொலைத் தகவு = 1 . 


ஃ இக் கூம்பு வெட்டி ஒரு பரவளையமாகும் . 

8 = 53 ° 8 ( அண்ணளவாக ) 
பரவளையத்தின் அரை நேரகலம் 

2 
நேரகலம் 

4 


பரவளையத்தின் முனை A என்றால் AS 1 
நேரகலத்தின் நுனிகள் L , L என்றால் SL = SLI = 2 


2 
8 = 0 என்றால் 


-- 


= 1 + cosa = 1 + 


3 


3 
5 


r- 1 


0 = * என்றால் 


. 


2 = 1 + cos ( x- க ) - 1 - cos a = 1- 3 = 2 


- 


5 


போலார்துணையெண்கள் 


35 


பரவளையம் தொடக்கக் கோட்டை P- லும் , தொடக் 
கக்கோட்டின் எதிர்த் திசை நீட்சியை Q- லும் வெட்டினால் 


SP 


F SQ 


srines 


a 


தொடக்கக்கோர் 


1538 P 

514 


5 


பம்- 154 


7 


13 . 


மாதிரி 

12 


4 + 3 co36 + 3 sin a வளை வரையை வரைக . 


T 


இச் சமன்பாட்டை 4 - ஆல் வகுத்தால் 


3 


-- 


1+ 


சுங்க 


13 cos 8 + gain 
இதனை } = 1 + 4 (1 

) 
+ cos ( a - * ) 


cos 8 + 


sip0 


8 ) 


- 


1+ 


என்று எழுதலாம் 


இக் கூம்பு வெட்டியின் உயிர்ப்புள்ளிகளுள் 

ஒன்று 

V3 
போல் , அரை நேரகலம் 3 , மையத் தொலைத்தகவு 

2 


ஆயம் தொடக்கக் கோட்டோடு சாய்ந்திருக்கும் கோணம் 


3 
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மையத் 

தொலைத் தகவு ஒன்றை விடக் குறைவாக 
இருப்பதால் , இக் கூம்புவெட்டி நீள் வட்டமாகும் . 


2 


1 


- 


-- 


- 


a ( 1 


e ? ) 


- 


-- 


எனவே , 3 = a 


= 1 
- ( 1-3 ) 


12 


53 = al = 12 x 3 = 36 

36 = 6 . 


ஏனைய உயிர்ப்புள்ளி S என்றால் 

2012XM3 
SS = 2CS = 2ae = 

2 


< 12 


12/3 


S- ன் அருகிலுள்ள முனை A என்றால் SA = 12 - 61/3 
6 ( 2 - V3) 


- 


- 


கண்டு 


இவற்றால் A , L , B , Li , A , L 1 , B , L 

புள்ளிகளைக் 
வளைவரையை வரையலாம் . ( படம் 135 - ல் L S LI என்பது 
LS L என்றிருக்க வேண்டும் .) 


فيديو 


தொடக்கக் கோடு 


150 


( S 


b3 


ne 


+ * ---- 


படம் - 35 


மாதிரி 14 . 


- 


1+ cos + sin 0 சமன்பாட்டு வளைவரையை வரைக . 


1 


2 


ச் சமன்பாட்டை 


cos : + 


1 + V ( 


he ins ) 


- 


T 


என்று எழுதலாம் 


3611 


போலார் துணையெண்கள் 


2 
( அ - து ) = 1 + 42 cos 


cos (e 


(6- ) 


எனவே , போல் இக் கூம்பு வெட்டியின் உயிர்ப்புள்ளிகளுள் 
ஒன்றாகும் . 


இக் கூம்பு வெட்டியின் மையத் தொலைத்தகவு 12 . 

இது ஒரு செவ்வக அதிபரவளையமாகும் . கூம்பு வெட்டி 


கோணம் சாய்ந்து 


4 


யின் ஆயம் தொடக்கக் கோட்டோடு 
இருக்கும் . 


செவ்வக அதிபரவளையத்தில் a = b . 


அரை நேரகலம் 


= 22 


. 


a = b = 2 . 


-ய 


- 
- 


2 


ஏனைய உயிர்ப்புள்ளி S என்றால் 
SST = 2CS 

= 2ae = 2 x 2 / 2 = 4v2 . 
S- ன் ஒத்த உயிர்க்கோட்டின் அடி Z என்றால் , 

2 
CZ CZ 

V2 

V2 
SZ 

cs + CZ + ae + = 2/2 + 1/2 = 3/2 . 
S- ன் பக்கக்திலுள்ள அதிபரவளையத்தின் முனை A என்றால் , . 
AS tes CS - CA 

CA = ae - a = 2 ( 02 --- 1 ) 
S - ன் பக்கத்திலுள்ள முனை A என்றால் 
SA CS + CA = ae + a = 2 ( + 1 ) . 


-- 


சில 


எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகளின் போக்கைக் காண -க்கு . 
எண்ணிலி மதிப்பைக் கொடுக்கும் 6 - வின் மதிப்பைக் காண்க . 


: 1+ 42 cos 


1 


( 6- * ) - 0 
cos (9- 1 ) --- 

- 

cos ( x + ; ) 


படி - - 
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- 


* 


4 


38 
3. * அல்லது 

2 . 


- 


-- 


- 


9 


3 

கோடுகள் CE , CF எட்டாப் புள்ளித் 

2 
தொடுவரைகளுக்கு ஒருபோகானவை . வளை வரையின் உருவத் 
தினையும் நிலையையும் படத்திற் காண்க . 

[ படத்தில் LSL -ஐ LSLI எனக் கொள்க ] 


ஆயம் 


A 


. 


தொடக்கக்கோடு 


படம் . 136 


பயிற்சிகள் 23 . 


i . r = A cos 8 + B sin 6 ஒரு வட்ட த்தினைக் குறிக்கும் என 
நிறுவுக . இவ்வட்டத்தின் மையம் யாது ? 


1 
2 . = A cos 8 + B sin a கோடு , f 10325 cos ( வட்டத்தைத் 
தொடுதற்குக் கட்டுபாடு என்ன ? 


: 


3. 13rs - 2rri cos I + / 12 a2 வட்டத்தை | cos (8-- es ) . 
= a + 11 cos & கோடு தொடுமென நிறுவுக 


4. ( a , c ) , ( b , நீ ) புள்ளிகளை இணைக்குங் கோட்டினை விட்ட 
மாகக் 

கொண்ட வட்டத்தின் போலார் சமன்பாடு 
72 { a cos ( 6 - & ) + b cos ( 8 - p ) } + ab cos ( e- B ) = 

- = 0 
என நிறுவுக . 


போலார் துணையெண்கள் 
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5. { r1 , 6 ) புள்ளிவழிச் செல்லும் ஒரு வட்டம் தொடக்கக் 
கோட்டினைப் போலிருந்து - தொலையிடத்துத் தொட்டால் அதன் 
போலார் சமன்பாடு 


22-2cr cos 8 + ca 

r sine 
நிறுவுக . 


112 - 2cry cos 01 + c2 

| sin 91 


என 


வட்டங்கள் 


6. / = 2a cos ( 0 - a ) . 

c ) . r = 2b cos ( 8 - P ) 
{ a - B ) கோணத்தில் வெட்டுமென நிறுவுக . 


7 . 0 ஒரு நிலைப்புள்ளி, P குறித்த வட்டத்தில் இயங்கும் ஒரு 
புள்ளி . OP- ன் நீட்சியில் OP . OQ = k2 என்றிருக்க இயங்கும் 
என்றால் , Q- ன் இயங்குவரை ஒரு வட்டம் எனவும் , 0 குறித்த 
வட்டத்தில் இருந்தால் Q- ன் இயங்குவரை ஒரு கோடு எனவும் 
நிறுவுக . 


8. குறித்த இரு வட்டங்கள் வெட்டும் புள்ளிகளுள் ஒன்றின் 
வழி இரு வட்டங்களையும் ஒரு கோடு P , Q- ல் வெட்டினால் PQ- வின் 
நடுப்புள்ளி இயங்குவரை ஒரு வட்டமென நிறுவுக . 


9. 22 - 2 ( a - a ) r cos G + 2 a d = 0 சமன் பாடு - வேறு 
படும் பொழுது , அது பொது வாயமுடைய ஒரு நிலை வட்டங்களைக் 
குறிக்கும் என நிறுவுக . சமதொடுவரையாயத்தையும் , எல்லைப் 
புள்ளிகளையும் காண்க . 


10. செவ்வக அதிபரவளையத்தின் நேர்குத்தான 

நேர்குத்தான உயிர்ப் 
புள்ளிவழி நாண்களின் நீளம் சமம் என நிறுவுக . 


11. PP QQ : கூம்பு வெட்டி ஒன்றின் உயிர்ப்புள்ளி 

1 1 
வழி நாண்கள் என்றால் PP + மாறா ராசியென நிறுவுக . 

QQ 
12. PP , QQ கூம்பு வெட்டி ஒன்றின் உயிர்ப்புள்ளிவழி 

1 
நாண்கள் என்றால் PP : - 00 மாறா ராசியென நிறுவுக . 
13. PSQ , P SQ 

கூம்பு வெட்டியின் தம்முள் 
நேர்குத்தான உயிர்ப்புள்ளி வழி நாண்கன் 

என்றால் 
1 

1 

மாறா ராசியென நிறுவுக . 
PS.SQ P S •SQ 
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14. நேரகலம் 21 , மையத் தொலைத் தகவு e உடைய ஒரு 
கூம்புவெட்டியின் P , Q நாண் S உயிர்ப் புள்ளியிடத்துச் செங் 
கோணம் பிறப்பித்தால் 
1 

1 

22 

என நிறுவுக . 
SP 

1 


வழிக் 


- 


15. நீள்வட்டத்தின் S. H உயிர்ப்புள்ளிகள் 

PS PH 
செல்லும் நாண்கள் PSQ , PHR என்றால் SQ 
HR 
மதிப்பு P- ன் நிலையைப் பொறுத்ததன்று என நிறுவுக . 


"இன் 


10. S- ஐ பொதுவுயிர்ப் புள்ளியாகக் கொண்ட ஒரு நீள் வட்ட 
மும் ஒரு பரவளையமும் P , Q புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன . நீள் 
வட்டத்தின் மையத் தொலைதகவு e , SP நெட்டச்சோடு சாய்ந்தி 
ருக்கும் கோணம் , பரவளையத்தின் 

என்றால் 
SQ 4e ? silla 

என நிறுவுக . 
SP 

( ! 

cos a ) 


முனை P 


= 1+ 


- 


1 


1 


17 . 


1 + e cos 9 - ன் உயிர்க்கோடுகள் 


e cos 


0 . 


* 


- 


- 


1 


e ? +1 

e cos A என நிறுவுக 
2 
1 

1 
18 . = A cos 1 + B sin 8 கோடு 1 + e cos a 
கூம்பு வெட்டிக்குத் தொடுவரையாதற்குக் கட்டுப்பாடு என்ன ? 
1 

1 
19 . 

1+ 2 cos , = 1 + e cos 8 , கூம்பு வெட்டி 
களுக்கு 

பொதுத் தொடுவரைகள் இருப்பின் 
2 என நிறுவுக . 


+ 
-க 


T 


12 
20 . = 1 + e1 cos , = 1 + ea cos ( a ) கூம்பு 
வெட்டிகள் தம்முள் தொடுதற்குக் கட்டுப்பாடு 
11 (1-- e2 ) | 123 ( ! - e12 ) = 2 / 1 / 2 ( ! -ei ezcos c ) என நிறுவுக .. 

21. நீள் வட்டத்தின் உயிர்ப்புள்ளிவழி 
நெட்டச்சோடு கோணம் சாய்ந்திருப்பி ,ை P இடத்துத் 
தொடுவரைக்கு S- லிருந்து 

வரையும் நேர்குத் துக்கோடு 
sin a 

கோணத்தில் சாய்ந்திருக்குமென நிறுவுக . 
e fu cos a 


நாண் 


SP , 


tan - 1 
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22 . ஒரு கூம்பு வெட்டி உயிர்ப்புள்ளியிடத்து PQ நாண் 24 
கோணத்தைப் பிறப்பிக்கிறது . P , Q புள்ளிகளிடத்துத் தொடு 

1 

T 2 cos e 
வரைகள் T- ல் வெட்டினால் 

மாறா ராசியென் 
SP 

SO SD 
நிறுவுக . 


+ 


க 


- 


23 . இரு கூம்பு வெட்டிகளுக்கு ஒரே உயிர்ப்புள்ளி , ஒரே 
உயிர்க்கோடு , வெளி வளைவரையிலிருந்து உள் வளைவரைக்கு 
வரையும் தொடுவரை அவ்வுயிர்ப் புள்ளியிடத்து மாறாக் 
கோணத்தைப் பிறப்பிக்கும் என நிறுவுக . 

2a 
24 . 

1 + cos 9 பரவளையத்தின் 


2 

( e + 3 ) 
3) தொலைக் கோணங்களுடைய 


( 


புள்ளிகளிடத்துத் 
3 

8a ( 1 + cos C ) 
தொடுவரைகள் , 

வை நேரகலமாகக் கொண்ட 

1+ 2 cos a 
ஒரே உயிர்ப்புள்ளி ஒரே ஆய ( Confocal Coaxial ) பரவளையத் 
தில் வெட்டு மென நிறுவுக 

25. நேரகல நீட்சிப்புள்ளி ஒன்றிலிருந்து கூம்பு வெட்டிக்கு 
இரு தொடு வரைகள் வரையப்பட்டுள . உயிர்ப்புள்ளியிலிருந்து 

த் தொடுவரை தொடுகுத்துகளின் தொலைகள் , 11 என்றால் , 
அரைநேரகலம் , 11 இசைத் தொடராகும் என நிறுவுக . 
, 

நீள்வட்டத்தின் உயிர்ப்புள்ளி வழி 
நெட்டச்சோடு 

கோணம் சாய்ந்திருப்பின் 
நுனிகளிடத்துத் தொடுவரைகளிடைப்பட்ட 

கோணம் 
2eslose 

என நிறுவுக . 
1 

82 


நாண் 
நாண் 


tan - 11 


( Pales ) 


- 


27 . = 1 + cos 6 பரவளையத்தின் a , F , Y தொலைக் 
கோணங்களுடைய புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரைகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்டம் 

1 
COS 

எனவும் , 
நீ Y 
2 cos 

COS COS 
2 

2 


( 6 - *++ Y) 


- 


இவ் வட்டம் பரவளையத்தின் உயிர்ப்புள்ளி வழிச் செல்லும் 
எனவும் நிறுவுக . 
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28. ஒரு 

பரவளையத்தின் A , B , C , புள்ளிகளித்துத் 
தொடுவரைகளால் அமைந்த முக்கோணம் A B C என்றால் 
SA SB . SC = SAL . SBI , SC என நிறுவுக . இங்கு , பரவளை 
யத்தின் உயிர்ப்புள்ளி S ஆகும் 


29 . 


8 தொலைக் கோணமுடைய புள்ளியிடத்துத் தொடு 


- 


- 


வரைக்கு ஒரு போகான 


= 1 + e : 03 டன் தொடுவரைச் 


சமன்பாடு 


e + 2e cos & +1 { e cos 0 + cos ( 8 - c } } 


என நிறுவுக . 


30 . 

கூம்பு வெட்டியின் PQ தாண் , S உயிர்ப் 
புள்ளியிடத்து நிலைத்த கோணத்தைப் பிறப்பிப்பின் , S- ஐ 
உயிர்ப்புள்ளியாகவும் இக் கூம்பு வெட்டியின் உயிர்க்கோட்டை 
உயிர்க்கோடாகவும் கொண்ட ஒரு நிலைத்த கூம்பு வெட்டியை 
PQ தொடும் என நிறுவுக . 


1 
31 . = 1 + e cos 9 கூம்பு வெட்டியின் QR நாண் S. 
உயிர்ப்புள்ளியிடத்து 20 நிலைக்கோணத்தைப் பிறப்பிப்பின் , QSR . 
கோணத்தின் சமவெட்டி QR கோட்டை வெட்டும் புள்ளி P- ன் 

lcose 
இயங்குவரை 

1 te cos a cos e என நிறுவுக . 


F 


32. ஒரு கூம்பு வெட்டியின் உயிர்ப்புள்ளிகள் S , SI . உயிர்ப் 
புள்ளிவழி நாண்கள் PSPI , QSQ1 • P1 Q நாண் S1 வழிச் 
சென்றால் PQ1 குறுக்காயத்தை ஒரு நிலைத்த புள்ளியில் வெட்டும் 
என நிறுவுக . 


1 


33 . 


e 


- 


1+ COS 


கூம்பு வெட்டியின் 


புள்ளிகள் 


P , Q , R ( உயிர்ப்புள்ளி S ) . Q இடத்துத் தொடுவரையை 
SP , SQ வெட்டும் புள்ளிகள் M N , SM SN = 1 என்றால் 


- 


1 


= 1 + 2e cos - கூம்பு வெட்டியை SQ , PR- ஐ வெட்டும் 


இடத்து , PR தொடுமென நிறுவுக . 
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போலார் துணையெண்கள் 


1 


34 . 


1+ e cose 


கூம்பு வெட்டியின் 


பா 


தொலைக் 


செங்கோடு போலிடத்து 


கோணமுடைய 

புள்ளியிடத்துச் 

1 + 2e cosa + e ? 
2 tan - 1 

e since 


( " 


* " ) 


கோணத்தைப் பிறப்பிக்கும் 


என நிறுவுக , 


T 


1 
35 . 

1+ e cos - கூம்பு வெட்டியின் 3 , 6 , 7 தொலைக் 
கோணங்களுடைய புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் ஒரு புள்ளி 
வழிச் சென்றால் 


Stan 

2 


Y 
2 
Y 
2 


( 1+ :) 


என நிறுவுக . 


Scot 


cot 


36. S வழிச் செல்லும் குறித்த ஆரையுடைய 

1 
வட்டம் = 1 + e cos E கூம்பு வெட்டியை A , B , C , D. 
புள்ளிகளில் வெட்டினால் SA , SB , SC . SD .. 

மாறா ராசியென , 
நிறுவுக 


1 
37 . 

= 1+ e cos 8 நீள்வட்டத்தின் P , Q புள்ளிகளின் 
தொலைக் கோணங்கள் 8 , + 8 , PS , Q5 ! கோடுகள் 
நீள் வட்டத்தில் வெட்டினால் 

} e + 

என நிறுவுக 


gina 
sin B 


38. ! 


1 + e cos 8 கூம்பு வெட்டியின் உயிர்ப்புள்ளிகளுள் 


- 


ஒன்றையும் , மையத் தொலைத்தகவையும் பொதுவாகக் கொண்ட 
ஒரு கூம்புவெட்டி , முதல் கூம்புவெட்டியை தொலைக் 
கோணமுடைய புள்ளியில் தொட்டால் , அதன் நேரகலத்தின் 

21 (1- e ) 
நீளம் 

. 
+ 2e cos e + 3 என நிறுவுக . 


39. குறித்த நீளத்தை நேரகலமாகவும் , நிலைப்புள்ளி 
ஒன்றை உயிர்ப்புள்ளிகளுள் ஒன்றாகும் கொண்ட கூம்புவெட்டி 
கள் ஒரு நிலைத்த கோட்டினைத் தொட்டால் , அவற்றின் மையங் 
களின் இயங்குவரை ஒரு கூம்பு வெட்டியென நிறுவுக . 
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வளைவரைகனை 


40. பின் வரும் சமன்பாடுகள் குறிப்பிடும் 
வரைக : 


( 1 ) 


- 


1+ cos 8 


( 2 ) : 


1+ 


AY 


cos 


( 3 ) ? -1 


31 + 2 cos 8 


3 


( 
4 
) 


ப 


1 * 2.sina 


10 
( 5 ) 1 = 

1-2 cos : 


( 6 ) 


= 1 + cos 9 + 1.3 sin s 


ப 


( 7) = 3 cos 44 sin a 
* ( 8 ) r = 4 sin a 
( 9 ) Vr cos ( 0/2 ) = Va 


10. கூம்பு வெட்டிகள் வரைதல் . 

( Tracing of Conics ) 


பகுதி 1 -ஆயங்கள் மாற்றல் 


1. ஆயங்களின் போக்கை மாற்றாது ஆதியை மட்டும் மாற்றல் . 

3 


o 


| 


M₂ 


MM 


y 


படம் -137 


Ox , 0y ஆயங்கள் எனவும் , அவற்றைப் பொறுத்து P- ன் 
ஆயத்தொலைகள் ( x , y ) எனவும் , 0 - ன் ஆயத்தொலைகள் 
( x1 , 11 ) எனவும் , ஆதியை 0 - க்கு மாற்றினபிறகு 0 X , O Y 
ஆயங்களைப் பொறுத்து P- ன் ஆயத்தொலைகள் ( X , Y ) னவும் 
கொள்க . 


24 
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x = OM = OM2 + M9M 

OM , + O M 
= x + X 
இம்மாதிரியே y = y + Y. 


ஆதியை மாற்றாது ஆயங்களை கோணம் சுற்றுதல் . 
X10X , YOY புது ஆயங்கள் எனக்கொண்டால் 


XOX 


8 = yoY 


பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்து P புள்ளியின் ஆயத்தொலை 
கள் ( x , y ) எனவும் , புது ஆயங்களைப் பொறுத்து ( X , Y ) எனவும் 
கொள்க . 


P- லிருந்து BIOx , X OX கோடுகளுக்கு நிரலே PM , PN கோடு 
களை நேர்குத்தாக வரையின் 

OM , y = MP , X = ON , Y = NP . 


N- லிருந்து 0x- க்கு NQ- வும் , MP- க்கு NR- உம் நேர்குத்தாக 
வரைக . 

4 


R 


N 


8 


ப 


வ 


y 


படம் - 136 
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( 
1 
) 


.. 


( 2 ) -ஐ 


x = OM OQ- MQ 

OQ- RN 
X cos 8 

Y sin 
y = MP 

= MR + RP 
= QN + RP 
a X sin . + Y cos 8 

( 2 ) 
( 1 ) -ஐ cos 8 ஆலும் 

sin 8 ஆலும் பெருக்கிக் 
கூட்டினால் x = x cos : + y sin s . 

( 1 ) -ஐ ( --- sin 6 ) ஆலும் ( 2 } -ஐ cos 0 ஆலும் பெருக்கிக் 
கூட்டினால் Y = -x sing + y cos 8 
3. xy உறுப்பின்றி ஆக்குதல் . 

ax2 + 2hxy + by ? கோவை , ஆயங்களை மாற்றி xy உறுப்பு 
இல்லாத ஒரு கோவையாக வரும் முறையைக் காண்போம் . 

ஆதியை மாற்றாது ஆயங்களை மட்டும் கோணம் சுற்றினால் 
P- ன் ஆயத்தொலைகள் பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்து ( x , y ) 
எனவும் , புது ஆயங்களைப் பொறுத்து ( X , Y ) எனவும் கொள்க . 
X cos e 

Y sin 8 
y = X sin a + Y cos 8 
ax2 + 2hxy + by2 = a ( X. cos s - Y sin 8 ) 2 
+ 2h { X cos : -Y sin a ) ( X sin i + Y cos 8 ) + b ( Xsine + 
Y cos 6 ) 2 = ( a cos20 + 2h sin a cos I + b sin36 ) X2 
- 2 { < a - b ) sin a cos 8 h ( cos28 - sinas ) } XY 
+ ( a sin29 - 2h sin a cos 0 + b cos28 ) Y2 


-ய 


. 


மாயை 


- 


h cos 20 = 0 


XY உறுப்பின்மைக்கு ( a - b ) sin 28 

2 
என்றிருத்தல் வேண்டும் . 

2h 
( அ.து ) tan 28 = 


பகுதி 2 -- சமன்பாடுகள் குறிக்கும் கூம்பு வெட்டிகள் 
வரைதல் . 
4. பொதுப்படை 

இருபடிச் சமன்பாடு 

கூம்பு : 
வெட்டியைக் குறிக்கும் என நிறுவுதல் , 

சமன்பாட்டினை 
ax2 + 2hxy + by + 2gx + 2fy C 0 எனக் கொன்க , 
ஆதியை மாற்றாது ஆயங்களை கோணம் சுற்றினால் , புதிய 


க 
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ஆயங்களைப் பொறுத்த சமன்பாடு காண முந்தின சமன்பாட்டில் 
- க்குப் பதில் X cos g Y sin 8 - ஐயும் , y- க்குப் பதில் 
X sin s + Y cos 8 - ஐயும் ஈடாக்கல் வேண்டும் . 


H 


-- 


அங்ஙனம் பெற்ற சமன்பாடு 
a ( X cos 8 --Ysin 8 ) 2 + 2h ( X cos -Y sin g ) ( Xsin s + Y cos 9 ) 
+ b { X sin a + Y cos 8 ) 3 + முதற்படி உறுப்புகள் + c = 0 ( 1 ) 

இச்சமன் பாட்டில் XY- ன் கெழு 
2 [ b -- a ) sin a cos I + 2h ( cos20-- sing ) 

( - a ) sin 20 + 2h cos20 . 
இக் கோவையைச் சுன்னமாகும்படி வைக் கொண்டால் 
( b a ) sin 2 + 2h cos 28 = 0 

2h 
( அ - து ) tan 28 

b 
a , b . -ன் அனைத்து மதிப்புக்கும் 28 - க்கு ஒரு மெய் மதிப்புக் 
காணலாம் . 

இந் நிலையில் ( 1 ) சமன்பாடு 
AX2 + BY2 + 2GX + 2FY + C = 0 
இங்கு A , B , G , F , C நிலையெண்களாகும் . 

( 2 ) 
வகை 1. A , B இரண்டின் மதிப்பும் சுன்னம் இல்லையென்றால் 
( 2 ) சமன்பாட்டை 

G2 
A X + - + BY + 

C 
A 


என்று எழுதலாம் . 


G2 
AAL 


இங்கு 


+ 


- 


C = K எனக்கொண்டால் , இச் 


B 


( 3 ) 


சமன்பாடு A ( x + x ) + B ( x + s ) - K 

ஆதியை ( - * .- ) புள்ளிக்கு மாற்றினால் . ( 3 ) சமன் 


என்று வரும் . 


( 4 ) 


பாடு AX12 + BY12 = K 
என வரும் . 


K = 0 என்றாள் , இது மெய் அல்லது கற்பனையான இரு 
கோடுகளைக் குறிக்கும் . 


கூம்பு வெட்டிகள் வரைதல் 


373 


X12 


*- 


K 
K = 0. 

இரண்டும் மிகையாக இருப்பின் , இச் சமன் 

A B 
பாடு + 

1 நீள்வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 
K / A K / B 

K / A , K / B மாறுபட்ட குறியனவாக இருந்தால் இச் சமன் 
பாடு ஓர் அதிபரவளையத்தைக் குறிக்கும் . K / A , K/ B இரண்டும் 
குறைக்குறியுடையனவாக இருந்தால் X , Y- க்கு மெய் மதிப்புகள் 
வாரா . இந் நிலையில் இச் சமன்பாடு ஒரு கற்பனை நீள்வட்டத் 
தைக் குறிக்கும் . 

வகை 2. A அல்லது B சுன்னம் . 
A- ஐச் சுன்னமாகக் கொண்டால் ( 2 ) சமன் பாடு 

F2 
Y + 

2GX - C + 
B 

... ( 5 ) 

B 
G = ( ) என்றால் இது ஒரு போகு இருகோடுகளைக் குறிக்கும் . 
G + ) என்றால் , ( 5 ) சமன்பாட்டை 

2G 

F2 C 
B B 

2BG 2G 
எழுதலாம் . 


F 2 


( 


-- 


F2 C 
ஆதியை 

2BG 2G 
பரவளையத்தைக் குறிக்கும் . 


( 5-6.- 5 )-க்கு மாற்றினால் இது ஒரு 


எனவே , எல்லா வகையிலும் இருபடிச் சமன்பாடு ஒரு கூம்பு 
வெட்டியைக் குறிக்கும் . 

5. கூம்புவெட்டியின் தன்மையை அதன் சமன்பாட்டால் 
காணல் . 
எட்டாப் புள்ளித் 

தொடுவரைகளின் வரையறையினால் 
பரவளையத்துக்கு உள்ளது ஒரே ஒரு எட்டாப் புள்ளித் தொடு 
தான் எனவும் , நீள்வட்டத்தின் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் 
கற்பனைக் கோடுகள் எனவும் , அதிபரவளையத்தின் எட்டாப் 
புள்ளித் தொடுவரைகள் மெய்க் கோடுகள் எனவும் காணலாம் . 


கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாடு 
ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0 

... ( 1 ) 
எனக் கொண்டால் அதன் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகளின் 
சமன்பாடு எண்ணுறுப்பில் மட்டுமே வேறுபட்டிருக்கும் எனக் 
கண்டோம் . 
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ஆதி வழி எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகளுக்கு ஒரு 
போகான கோடுகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 
ax + 2hxy : + by2 

.. ( 2 ) 


- 


ts > ab என்றால் ( 2 ) இரு மெய்க் கோடுகளாகும் . இந் நிலையில் 
எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகள் மெய்க்கோடுகளாகும் . எனவே , 
கூம்பு வெட்டி அதிபரவளையமாகும் . 


- 


0 என்றால் ( 2 ) தம்முள் நேர்குத்தான இரு கோடு 
களைக் குறிக்கும் . இந் நிலையில் எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரைகள் 
தம்முள் நேர்குத்தாகும் . எனவே , கூக்பு வெட்டி செவ்வக அதிபர 
வளையமாகும் . 


he < ab . என்றால் ( 2 ) இரு கற்பனைக் கோடுகளாகும் . இந் 
நிலையில் எட்டாப் புள்ளித் தொடுவரைகள் கற்பனைக் கோடு 
களாகும் . எனவே , கூம்பு வெட்டி நீள்வட்டமாகும் . 

h2 = ab என்றால் ( 2 ) ஒன்று பட்ட இரு கோடுகளாகும் . இந் 
நிலையில் கூம்பு வெட்டிக்கு ஒரு எட்டாப்புள்ளித் தொடுவரை 
தான் உண்டு . எனவே , கூம்பு வெட்டி பரவளையமாகும் . 


பொதுப்படை. இருபடிச் சமன்பாடு எத்தன்மையான கூம்பு 
வெட்டியைக் குறிக்கும் எனக் கீழ்க்கண்ட அட்டவணையில் காண 
லாம் . பொதுப்படை இருபடிச் சமன்பாடு 


ax + 2hxy + by ? + 28x + 2fy + c = 0 . 


வளை வரை 


கட்டுப்பாடு . 


he ab 
ha > ab 


0 


- 


நீள்வட்டம் 
அதிபரவளையம் 
செவ்வக அதிபரவளையம் 
பரவளையம் 
வட்டம் 
இரு கோடுகள் 


h2 = ab 


b , h 


- 


0 


6. கூம்பு வெட்டியின் மையம் . 

ஒரு புள்ளி வழிச் செல்லும் கூம்பு வெட்டியின் நாண் அனைத் 
தையும் அப் புள்ளி சமமாகப் பிரித்தால் அது கூம்பு வெட்டியின் 
மையமாகும் . 


கூம்பு வெட்டிகள் வரை தல் 
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கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாடு 


ax3 + 2hxy + by : + go * afy + 

( 1 ) 
எனவும் , இதன் மையம் ஆதி எனவும் கொண்டால் இக் கூம்பு 
வெட்டியின் ( x1 , 11 ) புள்ளிக்குத் தக (-1, - y1 ) புள்ளியும் 
கூம்பு வெட்டியில் இருத்தல் வேண்டும் . 


எனவே , axys - + 2hx ] y1 + by13 + 2gx + 2fy + c = 0 .... ( 2 ) 

3 ) +20 ( -- x ] ) ( -y1 ) + - y ) 

+ 2g ( 1 ) + 21 ( -- y ) +0 
( அ - து ) ax12 + 2hxy1 + by18-2gxy -- 2fy + = 0 ... ( 3 ) 
( 3 ) -ஐ ( 2 ) - லிருந்து கழிக்கவே 

gx1 + fyi = 0 . 


( 1 ) -ன் ( x1 , 1 ) புள்ளி அனைத்திற்கும் இத் தொடர்பு இருப்ப 
தால் g =: 0 , f | 0 என் றிருத்தல் வேண்டும் . எனவே , ஆதியை 
மையமாகக் கொண்ட கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாட்டில் , y-ன் 
கெழுக்கள் சுன்னமாகும் . 


7. ax2 + 2axy + by : -- 2gx + 2fy + = 0 கூம்பு வெட்டி 
மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் . 

இக் கூம்பு வெட்டியின் மையத்தின் ஆயத் தொலைகள் 
( 1 , y1 ) எனக் கொள்க . 


ஆயங்களின் போக்கினை மாற்றது ஆதியை ( 1 , - க்கு 
மாற்றினால் கூம்பு வெட்டியின் புதுச் சமன்பாடு 
( x + y 2 + 2h ( X + 1 ) ( Y + y ) + b { Y + y ) ? + 

28 ( X - + x1 ) + 2f ( Y + y ) + c = 0 . 
( அ - து ) ax : + 2hX Y + bY2 + 2X ( arl + hy + 8 ) 

+ 2Y ( hx + by : +1 ) + as12 + 2hxly1 + by 2 + 
Lgx1 + 2fy1 + c == 0 

... ( 1 ) 
கூம்பு வெட்டியின் மையம் புதிய ஆதியாகையால் X , Y- ன் 
கெழுக்கள் சுன்னமாகும் . 


ax ] + hy1 + g = 0 


hxy + by : + f- ) 


( 3 ) 


- 
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- 


af 


hf - bg 
இச் சமன்பாடுகளை விடுவிக்கவே x = 

ab 


11 


sh 
ab 


Af - bg gh 
ab 12 


S. 


* 


( 


மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் 


he 


குறிப்பு : f ( 3 , y ) = ax2 + 2hxy + by2 + 2gx --- 2fy + c 
என்றால் , மையத்தைக் கொடுக்கும் சமன்பாடுகள் 


13f 
22 


0 , 


1 of 
2 ay 


- 


8. ஆதியை மையத்துக்கு மாற்றினால் கூம்பு வெட்டியின் 
புதுச் சமன்பாடு . 


முந்தின் பகுதியில் ஆதியை மையத்துக்கு மாற்றக் கூம்பு 
வெட்டியின் சமன்பாடு 


ax2 + 2hXY + bY2 + ax2 + 2hxly1 + by13 + ( gal 
+ 2fy + c = 0 எனக் கண்டோம் . 


c1 = ax12 + 2hxy1 + by12 + 2gx ] + efy1 + c எனக் 
கொண்டால் 


c1 = $ 1 ( ax1 + iyi + g ) + y1 ( hx1 + by1 + f ) + gx1 + fy1 +6 

= gx + fy1 + e 


- 


= 3. ii - bs + f - . + 


+ C 


- 


abc + 2fgh - af2 -- bg - eh2 

ab 


- 


abc + 218 - af2 - bg2- ch2 கோவையை A எனக் குறிப்பிடல் 


மரபு . 


எனவே C1 = 


ab - h2 


கூம்பு வெட்டியின் புதுச் சமன்பாடு 


- 


X + 2hXY + b YE + 


ab 


h 


-- 


- 


-- 
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மாதிரி -1 . 

பின் வரும் சமன்பாடுகள் எத்தகைய கூம்பு வெட்டியைக் 
குறிப்பன ? அவற்றின் நீள் வட்டம் , அதிமர வளையங்களின் 
மையங்களைக் காண்க . மையத்துக்கு ஆதியை மாற்றினால் கூம்பு 
வெட்டியின் புதுச் சமன்பாடு என்ன ? 


- 


( 1 ) 1732 

12xy + 8y246 28y + 17 
( 2 ) 22 - 3ry + y + 103 10y -- 22 == 0 . 
( 3 ) 9x8 - 24xy + 16y ? 18 10y -19 = 0 . 
( 1 ) சமன்பாட்டில் 1 3 17 , h 


- 


* 


36. ab 136 


. 


. 


இதன் 


எனவே , ( 1 ) ஒரு 

நீள்வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 
மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் . 

343 12y + 46 = 0 
12x + 16y 

28 
சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் கிடைக்கும் . 


- 


- 


மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் ( - 1 , 1 ) . மையப் 
புள்ளிக்கு ஆதியை மாற்றினால் கூம்பு வெட்டியின் புதுச்சமன்பாடு 

17X3 12XY -8Y2 + 1 


ப 


17 , 


-1 , y1 = 1 


C 


நம 


இப் பயிற்சியில் g = 23 , f 14 . 
1 = 23 ( -1 ) + ( -14 ) ( 1 ) + 17 

20 


- 


கூம்பு வெட்டியின் புதுச் சமன்பாடு 

17X2 12XY + 8Y2 -- 20 


- 


- 


- 


3 
2 


( 2 ) சமன்பாட்டில் a = 1 , h 


- 


b = 1 , g = 5 , f = -5 


. 


- 


21 . 


- 


1 , 12 = 


( - ) - 2 


ப 


12 > ab . 


| 
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4 


எனவே , 2 ) ஒரு அதிபரவளையத்தைக் குறிக்கும் . இதன் 
மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் 

3y + 10 = 0 

33 + 2y - 10 = 0 சமன்பாடுகளால் காணலாம் . 
மையத்தின் ஆயத்தொலைகள் ( 

ஆயத்தொலைகள் {-2 , 2 ) . ஆதியை ( -- 2 , 2 ) 
புள்ளிக்கு மாற்றினால் அதிபரவளையத்தின் புதுச் சமன் பாடு 

X2 - 3XY + Y2 --- 1 = 0 


- 


- 


C ] = gr ] + fy1 +0 

5 ( 2 ) + ( -- 5 ) 2 + 21 1 
அதிபரவளையத்தின் புதுச் சமன்பாடு 
X 2 -- 3XY + Y2 ---- 1 0. 


- 


- 


- 


9 , 


16 . 


- 


-INNI 


12 , 


- 


( 3 ) சமன்பாட்டில் 
.. 

144 , 


க 


144 . 


எனவே , ( 3) ஒரு பரவளையத்தைக் குறிக்கும் . 


9. ax2 + 2hxy + bye 1 கூம்பு வெட்டி ஆயங்களின் 
நீளத்தையும் நிலையையும் காணல் . 
ax + 2hxy + by ? 2 1 

( 1 ) 
கூம்பு வெட்டியின் மையம் ஆதியாகும் . 


- .. 


ஆதி மையமும் | ஆரையும் உடைய வட்டத்தின் சமன்பாடு 


( 
2 
) 


- 
- 


x2 + ya 
( அ - து ) 

1 
( 1 ) - லிருந்து ( 2 ) -ஐக் கழித்தால் , ( 1 ) கூம்பு வெட்டியும் ( 2 ) வட்ட 
மும் வெட்டும் புள்ளிகள் , ஆதி இவை வழிச் செல்லும் இரு 
கோடுகளின் சமன்பாடு கிடைக்கும் . 


அச் சமன்பாடு 


( -- 1 ) * 
x2 + 2hxy + (b - + ) - 0. -- ( 3 ) 


இக் கோடுகள் ஒன்றுபட்டால் ஆயங்களுள் ஒன்றில் இருக்கும் . 
கோடுகள் ( 3 ) ஒன்றுபடும் கட்டுப்பாடு 


( - ) ( b - H ) - 


( 
4 
) 


இது 72 - ன் இருபடிச் சமன்பாடாகும் . 


* 
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2 - க்குக் கிடைக்கும் மதிப்பு இரண்டும் , கூம்பு வெட்டி நீள் 
வட்டமரயின் மிகையாகவும் , அதிபரகாயமாயின் ஒன்று 
மிகையாகவும் , ஏனையது குறையாகவும் வரும் . 


( 4 ) -ன் தீர்வுகள் f13 , 122 எனக் கொள்க . 

r12,r2 மிகையாக இருப்பின் கூம்புவெட்டி நீள் வட்டமாகும் . 
அதன் ஆயங்களின் நீளங்கள் ar1 , 2rg ; rls மிகையாகவும் , " 2 ? 
குறையாகவும் இருந்தால் கூம்புவெட்டி அதிபரவளையமாகும் . 


குறுக்காயத்தின் நீளம் - 271 , துணையாயத்தின் நீளம் 
யங்களின் நிலையை எளிதிற் காணலாம் . 
( 4 ) ஐ ( 3 ) -ல் ஈடாக்கினால் ஆயங்களின் சமன்பாடு 


2 + Chey + 


- 


12 


E 


( -1 ) 

( 3 ) 
( 3-68 ) ( a- ) 14,2A ( - ) xy + 2y = 0 
( அ - சு ) {( -1 )* + >} 


--- 


0 . 


271 நீளமுடைய ஆயத்தின் சமன்பாடு 


( - ) 


* + hy 


கோ 


0 . 


1 . 


2r 2 நீளமுடைய ஆயத்தின் சமன்பாடு 


( ---- )- 


- 


ஆய நீளங்களிலிருந்து கூம்பு வெட்டியின் மையத் தொலைத் 
தகவினைக் காணலாம் . 


10. பரவளையத்தின் நேரகலமும் ஆயமும் , 

0 . 

( 1 ) 
ஒரு பரவளையத்தைக் குறித்தால் அதன் நேரகலத்தையும் , அதன் 
யச் சமன் பாட்டினையும் காணும் முறை பின் வருமாறு : 

( 1 ) பரவளையத்தைக் குறித்தால் ( 1 ) சமன்பாட்டின் இரு 
படிகள் அடங்கிய உறுப்புகள் ஒரு கோவையின் இருபடியாகும் 
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* 


அக் கோவையை ax -- By எனக் கொண்டால் 
சமன்பாட்டை 


( ex + $ vj3 + 2gx + 2fy -- c = 
என எழுதலாம் . 


( 
2 
) 


NEW 


து 


( 5 ) - லிருத்து ax + தே கோட்டுக்கு வரையும் நேர் 
குத்துக் கோட்டு நீளத்தின் 

லிருந்து 
2gx + 2fy + c == 0 கோட்டுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோட்டு 
நீளத்துக்குத்தக வேறுபடும் என ( 1 ) ஆல் காணலாம் 
ஆனால் , ex + by 0,2gr + 2fy + c = 1 கோடுகள் இரண்டும் 
தம் முள் நேர்குத்தாக வேண்டுமென்பதில்லை . 


உன் 


( 2 ) சமன்பாட்டை 

( ax + y + 1 ) = 2 ( ae - g } x + 2 { 1 - f } y + 12 
என்று எழுதலாம் . 

ax + y + 1 = 0 
22a 8 ) x + 2 {A-fy + 12 - c = 0 
கோடுகள் தம்முள் நேர்குத்தாக இருந்தால் 

@ [ aa -- 8 ) + { } - f } == 0 


3 . 


( அ - து ) 


- 
-- 


ag + BF 
02 - 


( 2 ) சமன்பாட்டை 

( ex + By + A ] 2 

Mee + $ 2 


A ") 


- 


2 . 


( λα 


8 ) x4 ( 2 = f } y + ! ( 12 
V ( ax = 32 + ( as - f ) 2 


X / aa -- g ) + A - f2 


xx + By - A 
( அ - து ) 

= 2 , Vi le -8 )3+ AB - f } 2 
Ma2 + 2 

13+2 
a --C ) x + ( A - f } y + } ( 22- c ) 
Vaa 

8 ) + 
என்று எழுதலாம் . 


{( 5 -3 x + Ak -1 ) + A 
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பரவளையத்தின் ஆயம் & + sy + 1 = 0 
முனையிடத்துத் தொடுவரை . 
{ A 2 g ) x + ( A B - y + 3 CÀ 3 – c) = 0 

20 Aa - g ) 3 + ( A -- f ) 3 
நேரகலம் 


* 


. 


A -ன் மதிப்டைய இதி ஈடாக்க நேரகலத்தின் நீளம் 
2 ( af - pg ) 

என்று வரும் . 
{ 82 + $ 372 

( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் பரவளையத்தின் 
முனையின் ஆயத்தொலைகளைக் காணலாம் . 


முனை 


11 . கூம்பு வெட்டி வரைதல் . 

இருபடிச் சமன் பாட்டிருந்து கூம்பு வெட்டி 
வரையை வரைய பின் வரும் முறையைக் கையாளல் நலம் . 

முதலாவது அச் சமன்பாடு எத்தகைய கூம்பு வெட்டியைக் 
குறிப்பது எனக் காணவேண்டும் . அது , பரவளையத்தைக் 
குறித்தால் முந்தின பகுதியிற் போல் அதன் ஆயம் , 
யிடத்துத் தொடுவரை , நேரகலம் முதலியவற்றைக் காண்க . 

அது ஒரு நீள் வட்டத்தையோ , ஒரு அதிபரவளையத் 
தையோ குறித்தால் அகன் மையத்தின் ஆயத்தொலைகளைக் 
காண்க . மையத்துக்கு ஆதியை மாற்றிக் 

மாற்றிக் கூம்பு வெட்டியின் 
புதுச்சமன்பாடு கண்டு , அதனால் கூம்பு வெட்டி ஆயங்களின் 
நீளங்களையும் நிலையையும் காண்க . 

கூம்பு வெட்டிகள் ஆயங்களை வெட்டும் புள்ளிகளையும் 
காண்க . இவற்றால் , கூம்பு வெட்டியின் வளைவரையை ஏறக் 
குறைய வரையலாம் . 
மாதிரி 2 . 

9x3 + 24xy - + 16y * 44 # + 108y - 124 O 
கூம்பு வெட்டியை வரைக . 
இங்கு a h 

12 , 

ab . 
எனவே , இது ஒரு பரவளையமாகும் . 


9 . 


- 


- 
- 


- 


- 


முதல் முறை : 

இச் சமன்பாட்டை 
( 30 - 4y) 44x --- 108y + 124 என்று எழுதலாம் . 


- 
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- 


( அ - து ) ( 3x + 4y + 1 ) 2 = 2x ( 22 + 32 ) 
+ 4y ( - 27 + 2a ) + A2 + 124 என்று எழுதலாம் . 

3 % + 4y + 1 = 0 
2 ( 22 + 3A ) x + 4 ( - 27 + 21 ) y + 23 + 124 = 0 
கோடுகள் தம்முள் நேர்குத்தாயின் 
6 ( 22 +31 ) + 16 ( -27 + 21 ) 0 

a = 6 . 

சமன்பாடு ( 3x + 4y + 6 ) 2 20 ( 4 : - 3y + 8 ) 
என்று வரும் : 
1x + 4y + 6 

4x - 3y + 8 

25 = 20 
5 

5 


- 


- 


33+ 4y + 6 

4x - 3y + 8 
அ 

. ( 1 ) 
5 

5 
பரவளையத்தின் ஆயம் 3x + 4y + 6 = 0 
முனையிடத்துத் தொடுவரை 4x - 3y + 8 = 0 

நேரகலத்தின் நீளம் 4 
வளைவரையை வரைய 3 % + 4y + 6 0 ஆயத்தையும் , 
முனையிடத்துத் தொடுவரை 4x - 3y + 8 = 

0 - யும் வரைக . 
இக் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி A முனை . இக் கோடுகளின் 
சமன்பாடுகளை விடுவித்தால் A- ன் ஆயத்தொலைகள் கிடைக்கும் , 

A- ன் ஆயத்தொலைகள் ( - 2. 0 ) 

பரவளையச் சமன்பாட்டில் எண்ணுறுப்புக் குறையானதால் 
ஆதி பரவளையத்தின் உள் இருத்தல்வேண்டும் . 

ஆயம் வழியாக மிகைப் போக்கில் AS 1 என்ற 
இருக்க S புள்ளியைக் காண்க . 

S வழி LSL நேரகலத்தை வரைக . இங்கு SL SL = 
பரவளையம் ஆயத்தொலை ஆயங்களை வெட்டும் புள்ளிகளைக் 
காண்க . 


பரவளையச் சமன்பாட்டில் y 0 - ஐ ஈடாக்கினால் 

9x2 - 44x - 124 = 0 . 
( 9x - 62 ) ( x + 2 ) = 0 . 
பரவளையம் 3 ஆயத்தை வெட்டும் புள்ளிகள் 
62 

2 , 0 ) 


( % , ) . 
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பரவளையச் சமன்பாட்டில் = = 0 - ஐ ஈடாக்கினால் 
16y : + 108y - 124 = 0 
( அ - து ) 4y2 + 27y - 31 

31 = 0 
( அ - து ) ( 4y + 31 ) [ y - 1 ) 
பரவளையம் y ஆயத்தை வெட்டும் புள்ளிகள் 

31 
0 , 

, ( 0 , 1 ) 
4 


எனவே,L,L ,A, ( $ .0 ) . ( - 2 , 9). ( 

( 0.- 34 ). 10 ,1) 


புள்ளிகள் வழி பரவளையத்தை வரையலாம் . அதன் 

அதன் உருவம் 
பின்வருமாறு : 


காக 


இப்படித்த 


படம் - 139 


- 
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S- லிருந்து SP- ஐ 3 ஆயத்துக்கு நேர்க்குத்தாக வரைந்தால் 
S- ன் ஆயத்தொலைகள் ( ---- PO , - SP ) 

3 
பரவளைய ஆயத்தின் சாய்வு வீதம் 


3 


tana 


- 
- 


-- 


4 


3 


sins 


COS O 


- 


- 


4 
5 


9 


5 


- 


AP = AS cos ( 180 ° - :) 

AS cos @ 
4 . 

5 
SP = AS sin ( 180 ° - 6 ) 

3 
5 


- 


- 


S- ன் ஆயத்தொலைகள் ( -9-3 ) . 


- 


இரண்டாவது முறை : 

பரவளையத்தின் சமன்பாட்டினை 
( 3x + 4y ) * - 44x + 108y -- 124 = 0 என்று எழுதலாம் . 

3 
0 புது * ஆயமாக எடுத்தால் ( அ - து ) tan s 

4 
என் றிருக்கப் பழைய ஆயத்தை 0 கோணம் சுற்றினால் 
sing 

cOS a 
3 

4 5 
ஆயங்களை மாற்றும் வாய்ப்பாடு 

--4X - 3Y 
X cos @ Ysing = 

5 


-- 


கோ ) 


Hits 
-- 


= + = 


3x - 4 


- 


3X -4Y 

5 
பொறுத்த கூம்பு வெட்டியின் 


ஆவங்களைப் 


எனவே , புது 
சமன்பாடு 
( - 4X -- 1Y ) 

S 
( 3X - 4Y ) 

) 
5 


+ 4 


13x = "Y } -44 ( = 45 ) 


---- 108 


124 


0 . 


- 


- 


385 


கூம்பு வெட்டிகள் வரைதல் 


- 


( அ - து ) 25Y2 + 100X - 60Y 


அ - து ) Ya 


124 
25 


2 


124 
4X + 

25 


36 
25 


- 12 Y = -4 x -- 22 

+ 
( x 
3 ) 


8 


8 


ஆதியை 


புள்ளிக்கு மாற்றினால் 


- 


Y8 4X . 

பரவளையத்தின் நேரகலம் 
பரவளையத்தின் முனையிடத்துத் தொடுவரை X 

8 
X 


- 


- 


. 


- 


= * cos O to y sin 


5 . 


1F 


- 
- 
டெக் 


* 
= = ( -3 ) +1 ( 3 ) * 

45 + 3 - 3 , 


. 


- 


: 


- 


ச 


- 43 + 3y -- 8 


- 


0 . 


- 4 % + 3 - 

8 

5 
முனையிடத்துத் தொடுவரை 

6 
Y = Y 

5 


AN 


க 


- x sin e + y cos : 


. 
-x + (-1 ) - * 


- 


38 - 4y + 6 

5 


- 


பரவளையத்தின் ஆயம் 3x + 4y + 6 = 0 . 

பரவளையத்தின் முனை ( -2, 0 ) . 
பரவளையம் ஆயத்தொலை ஆயங்களை வெட்டும் புள்ளிகளைக் 
காண்க . முந்தின முறைப்படி பரவளையத்தை வரைக . 


25 
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கா 


- 


3,8 


- 


- 


- 


- 


மாதிரி 3 : 
6xy + 5y3 + 22x -26y + 29 

26y - 29 = 0 கூம்பு வெட்டியை 
வரைக . 
இங்கு 5 , b = 5 , c = 

29 , h 

11 , 1 
I. 5 25 , 12 = 9 , ha < ab . எனவே இக் கூம்படி 
வெட்டி நீள்வட்டமாகும் . 
1. நீள் வட்டத்தின் மையம் ( 31 , y1 ) 

5x1 -- 3y1 + 11 = 0 . 
331 + 5y1 - 13 = 0 சமன்பாடுகளால் காணலாம் , 

31 - 1 , y 2 

நீள் வட்டத்தின் மையம் ( - 1 , 2 ) . 
III . ஆயத்தொலை 

ஆயங்களின் 

போக்கினை மாற்றாது 
ஆதியை மையத்துக்கு மாற்றினால் நீள் வட்டத்தின் 

புதுக் 
சமன்பாடு 

5X2 -- 6XY + 5Y3 + C1 
இங்கு x = X - 1 , y = Y +2 
C ] = 1 + fyi + 
11 (-1) - 13 ( 2 ) + 29 

8 . 


- 


- 


-- 


. 


பா 


நீள் வட்டத்தின் புதுச் சமன்பாடு 
5X ? - 6XY + 5Y2 8 

5 

6 
( அ - து ) 

X2 
8 

8 


IV . X + Y2 = rs வட்டமும் நீள் வட்டமும் வெட்டும் 
புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் நீள்வட்ட விட்டங்களின் சமன்பாடு 


* x - * xy + + Y = x + Y 
( அ - து ) ( 8 - H ) x - > xx + ( -1 )v : = 6 

( - ) ) ( -3 ) - (3 ) 


இவ் விட்டங்கள் ஒன்றுபட்டால் 
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5 


( அ - து ) 


-- 


= 


+ 


8 


** 


1 


F 


-- 


.. 


12 


== 


1 


N. 


அல்லது 


4 . 


4 அல்லது 1 


. 


2 


- 


அரை நெட்டச்சு f ] 
அரை குற்றச்சு 2 


- 


1 


1 


M 


அரை நேரகலம் 


வே 


V. நெட்டச்சின் சமன்பாடு ( - + ) x- * Y = 0 

( அ - து ) ( - + ) x - : 1 


பா 


( அ - து ) X - Y = 0 . 
பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்து நெட்டச்சின் சமன்பாடு 

( x + 1 ) - ( y - 2 ) = 0 . 


- 


0 . 


குற்றச்சின் சமன்பாடு 


( - ) x - Y = 0. 
( அ - து ) ( 3 -1 ) x - 3 


Y 


( அ - து ) X + Y = 0 . 


பழைய ஆயங்களைப் பொறுத்து குற்றச்சின் சமன்பாடு . 

x + 1 --- --- 2 = (0 . 
( அ - து ) x + y = 1 . 


, 


VI . 


வளை வரை 


சமன்பாட்டில் y 


ந 


ஆயத்தை வெட்டும் புள்ளிகள் காணச் 
( -ஐ ஈடாக்கல் வேண்டும் . 
Sx * + 22x + 29 = 0 . 
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சமன்பாட்டுக்குக் கற்பனைத் தீர்வுகள் தாம் உண்டு. 
ஆைைகயால் வளைவரை ஆயத்தை வெட்டாது . 

உளைவரை 
ஆயத்தை வெட்டும் 

புள்ளிகள் காணச் FLOGY UTL260 
0 - ஐ ஈடாக்கல் ைேண்டும் . 


- 


- 


- 


வ 
- 


5y3 - 26y + 29 வ ) . 

3-6 அல்லது 16 ( அண்ணளவாக ) 
VII . வளை வரை வரைய முதலில் x --- y + 3 = 0 நெட்டச்சு , 

1 குற்றச்சுக் கோடுகளை வரைக . இக் கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளி ( -1 , 2 ) . இது நீள்வட்டத்தின் மையம் ஆகும் . 


ப 


நெட்டச்சில் CA = CA = 2 என்றிருக்க A , A1 புள்ளிகளை 
யும் , குற்றச்சில் CB = CB = 1 என்றிருக்க B , B புள்ளிகளையும் 
எடுக்க . 

F13 ( 1 
1 4 { 1 - 2 ) 


- 


- 


M3 


-S 


. 


2 


பப் 


--- 


கா 
சிங் 


CS 

203 
Te 

V 3 ; CS as 3 . 

2 
நெட்டச்சில் S , S 

S புள்ளிகளைக் கண்டு அவற்றுவழி LSL ) 
L S L , நேரகலங்களை வரைக . 

y ஆயத்தில் E ( 0 , 3-6 ) , F ( 0 , 1-6 ) புள்ளிகளைக் காண்க 


A , E , L , B , L , A , L1 , B , F , L1 , புள்ளிகள் வழி நீஸ் 
வட்டத்தை வரைக . [ படம் 140- ஐப் பார்க்கவும் ] 


பிறிதொரு முறை : 

ஆதியை நீள் வட்டத்தின் மையத்துக்கு மாற்றினால் நீள் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு 5X -- 6XY --- 5Y2 = 8 

21 
tan 20 

என் றிருக்க ஆயங்களை கோணம் 


-- 
யெ 


. 


சுற்றுக . 


tan 20 


-ட்டி 


8 


* 


845 ° 


X = x cos 8 


y sing 


- 


--- 


y 
42 


+ 


Y 


-- 
-- 


sin 0 + y cos 0 


- 


12 
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நீள்வட்டத்தின் சமன்பாடு 

5 


( * " ) -6 ( " ) ( ) 

+5 ( - 


( அ.து ) 2512 + 8y / 2 


-- 


படம் . 140 


( அ - து ) 


-- 

P3 


--- 


1 


4 


அரை நெட்டச்சின் நீளம் 


2 


- 


அரைக் குற்றச்சின் நீளம் 


- 


1 


1 
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- 


- 


* 


நெட்டச்சின் சமன் பாடு y 
y X sin a + Y cos . 

X + Y 
V2 
( 3 + 1 ) - ( - 2 ) 

V2 
x + y 

3 
2 
நெட்டச்சின் சமன் பா x - y + 3 = 0 
குற்றச்சின் சமன்பாடு 3 ! = 0 
* » X cos I + Y sin a 

X + Y 


-- 


- 


M2 


( x + 1 ) --- { y - 2 ) 

V2 


V2 


குற்றச்சின் சமன்பாடு + y -- 1 = 0 


நீள் வட்டம் , ஆயத் தொலை ஆயங்களை வெட்டும் புள்ளிகள் , 
அதிபரவளையத்தின் முனைகள் A , A , முதலியவற்றை முந்தின 
முறை போல் கண்டு வளைவரையை வரைக . 


மாதிரி 4 . 


x2 + 4xy + y ? - 2x + 2y -- 6 = 0 கூம்பு வெட்டியின் 
உயிர்ப் புள்ளிகளையும் மையத் தொகத் தகவையும் காண்க . 
கூம்பு வெட்டியை வரைக . 


- 


1 , he 


இங்கு a = 1 , h = 2 , b = 1 , g = -1 , f == 1 , c = -6 . 
I. ab 

ha > ab . 
எனவே , கூம்பு வெட்டி அதிபரவளையமாகும் . 
II . அதிபரவளையத்தின் மையம் ( x , y ) x + 211 - 1 = 0 
2 : 1 + y + 1 = 0 சமன்பாடுகளால் காணலாம் . இச் சமன்பாடு 
களை விடுவித்தால் 11 = --- 1 , y = 1 . 

அதிபரவளையத்தின் மையம் ( -1 , 1 ) 


- 


கூம்பு வெட்டிகள் வரைதல் 


391 


i . ஆயத் தொலை ஆயங்களின் போக்கினை மாற்றாது 
ஆதியை மையத்துக்கு மாற்றினால் அதிபரவளையத்தின் புதுச் 
சமன்பாடு . 

XS + 4XY + Y + C1 0 
இங்கு = = X - 1 , y = Y +1 
C 

gx1 + fy Fc 
( - 1 ) ( -- 1 ) + ( 1 ) ( 1 ) - 6 

4 


. 


- 


- 


= 


அதிபரவளையத்தின் புதுச் சமன்பாடு 
X2 + 4XY + Y2 2 4 

1 
( அ - து ) x2 + XY + 
1 . 

IV . X + Y2 2 வட்டம் , அதிபரவளையம் இவற்றின் 
பொது நாண்களின் சேர்ந்த சமன்பாடு 
1 

1 

X2 + Ya 
X2 + XY + 
4 

4 


Y? 


( அ - து ) 


இந் நாண்கள் ஒன்றுபட்டால் 


-1 
( - ) x: + XY + (4-3 ) Y = 
( - + ) ( -H ) - (1 ) 
( அ - து ) + - + = + 
( அ - து ) ; = 1 + ) 

- அல்லது - 


* 


- 


- 


3 அல்லது 

2 
அரைக் குறுக்காயம் r1 = 


- 


- 


அரைத் துணையாயம் 

2 

122 
அரை நேரகலம் 

2/3 

11 
V. குறுக்காயச் சமன்பாடு 


( 4 -- ) x + } x = . 


- 
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( அ - து ) (H 

(4-3) x + } v - 


( அ - து ) x --Y - 10 
முதல் ஆயத்தொலை ஆயங்களைப் பொறுத்துக் குறுக்காயத்தின் 
சமன்பாடு ( +1 ) - (y- 1 ) = 8 
இணயாயச் சமன்பாடு 


(4--1 ) x + } x = 0 
( அ - து ) ( I + ) 

( I + i )x + } Y 


- 


துய 


- 


ANEY 
-- 


PO 


- 


- 


( அ - து ) X + Y = 0 . 
முதல் ஆயத்தொலை ஆயங்களைப் பொறுத்துத் துணையாயத்தின் 
சமன்பாடு ( x + 1 ) + ( y-- 1 ) = 00 

+ ) 

0 . 
VI . அதிபரவளையம் 3 ஆயத்தை வெட்டும் புள்ளிகள் 
காணச் சமன்பாட்டில் 0 - ஐ ஈடாக்கல் வேண்டும் . 

2 * 6 

x = 3 •7 அல்லது 17 ( அண்ணளவாக ) . 
வளைவரை y ஆயத்தை வெட்டும்புள்ளிகள் காணச் சமன்பாட்டில் 
0 - ஐ ஈடாக்கல் வேண்டும் . 

y ? * 2y = 0 . 

3-7 அல்லது 17 ( அண்ணளவாக ) 
VII . வளைவரையை வரைய முதலில் 35 -- y +2 - 

== 0 குறுக் 
காயத்தையும் , + y = 0 ணையாயத்தையும் வரைக . இக் 
கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி அதிபரவளையத்தின் மையம் ( - 1 , 1 ) 
ஆகும் . 

2 
குறுக்காயத்தில் CA CAI 

என்றிருக்க A , A புள்ளி 

V3 
களைக் காண்க . 
s 113 ( 2 - 1 ) 

4 


- 


- 


படி 


- 


= e - 1) 


- 


-- 


2 . 


CS 


- 
- 


CS . 


- 


13 
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4 . 


- 
- 


குறுக்காயத்தில் CS CS 

V3 என்றிருக்க S , S புள்ளி 
களை எடுத்தால் S , S புள்ளிகள் உயிர்ப் புள்ளிகளாகும் 

S , S புள்ளிகள் வழி LSL , LIS LI , நேரகலங்கள் வரைக . 
3 ஆயத்தில் E ( 3 • 7 , 0 ) , F { --- 1 7,0 ) புள்ளிகளையும் y ஆயத் 
தில் G ( 0 , - 3-7 ) , H ( 0 , 1.7 ) புள்ளிகளையும் காண்க . 
படத்தில் L SLI என்பதை LS LI எனக்கொள்க . 


* 


படம் - 14 ) 


குறுக்காயச் சமன்பாடு x .-- 

y -- 2 = 0 
அதன் சாய்வு வீதம் 1 


4 


தொலையில் 


குறுக்காயத்தில் S , S புள்ளிகள் C- லிருந்து 
இருக்கும் . 


V3 
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4 ! 


உயிர்ப் புள்ளிகளின் ஆயத்தொலைகள் 

4 1 
1 * 

31 2 43 02 , 
( அ - து ) 1 + 2 

11 

3 


( -1+ 13 / 


( -1-2 / - 1-2 / 3 ) 


ஆயங்களை 


றிதொரு முறை 

ஆதியை மையத்துக்கு மாற்றினால் அதிபரவளையத்தின் 
புதுச்சமன்பாடு 
X2 + 4XY - + Y2 4 

2h 
tan 20 என்றிருக்க 

கோணம் 
a --- 
சுற்றுக . 
h = 2 , = 

= 1 
tan 28 
8 45 ° 
1 

1 
COS O 

sin a = 

12 


1 , 6 


- 


V2 


- 


- 


X 


* cos - y sin a 


V2 


- 


x ! + y 
Y = x sin a + y cos 8 

42 
அதி பரவளை யத்தின் சமன்பாடு 


= ) + (* - ) ( + ) + ( * -4 


( அ.து ) 312 - ya 

y2 = 4 


y2 


1 


( அ - து ) 

4 
3 


4 


- 


12 


- 


( அ - து ) 


1 


22 


( 5 ) 


- 
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2 


அறைக் குறுக்காயம் 


= 


--- 


அரைத் துணையாயம் 2 
துணையாயச் சமன்பாடு 
x ! == X cos 8 - + Y sin a 
X Y 

Y 


- 


12 


- 


( x + 1 ) + ( y - 1 ) 

42 


x + y 


** 


- - 


- 


- 


--- 


துணையாயச் சமன்பாடு 
குறுக்காயச் சமன்பாடு y ! 0 

X sin ose Y cos 
X Y 

/ 2 
- ( r -- ! ) + ( y -- 1 ) 

V2 
-- x + y 

2 

V2 
குறுக்காயச் சமன்பாடு : --- v + 2 == (0 . 
அதிபரவளையம் ஆயத்தொலை ஆயங்களை வெட்டும் புள்ளிகள் 
அதிபரவளையத்தின் முனைகள் முதலியவற்றை முந்தின முறை 
போல் கண்டு வளைவரையை வரைக . 


பாக 


: 


- 


பயிற்சிகள் 24 . 
பின் வரும் கூம்பு வெட்டிகளை வரைக : 
( 

z9y 
( 2 ) x2 - 5xy + y2 + 8x -- 20y + 15 = 0 . 
( 3 ) 932 + 24xy + 16y * 86x + 52y 139 
( 4 ) 8x2 + 12xy + 17y2 --- 4x - 22y 7 0 . 
( 5 8.x2 -- 21xy + 15yx + 485 

48y = 0 . 
( 6 ) 25x2 

120xy + 1 * 4ys / 476x - 1494y + 1414 = (0) . 
( 7 ) 43x ? + 48xy + 57y3 --- 10x + 180y + 25 0 . 
( 8 ) ( x -- y-- 1 ) ( x - 7y --- 9 ) = 2 . 


- 


- 


- 
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- 


- 
- 


- 


- 


-- 


பா 


ப 


( 9 ) 1632 + 24xy + 9y2 - 40x - 220y -- 700 
( 10 ) Sx2 + 6xy + 5y : * 220 - 6y + 21 
( 11 ) 7x2 + 8xy - + y2 + 6x + 6y 9 
( 12 ) 22y + y2 

45 
( 13 ) 8 xy + y ? + 4x - 5y 2 0 
( 14 ) x2 4xy2 - 2ys + 10x + 4y = 0 
( 15 ) 2532 120xy + 144y2 2 * --- 29y -- 1 = 0 

16. 16x2 -- 24xy + 9ys - 104x --- 172y + 44 = 0 பரவளை 
யத்தின் ஆயம் , முனை , நேரகலம் , உயிர்ப் புள்ளியைக் காண்க . 

17.x2 + 12xy -- 4y2 - 6x + 4y + 9 ( கூம்பு வெட்டி 
யின் உயிர்ப்புள்ளிகளையும் , உயிர்க் கோடுகளையும் காண்க . 

18. 550 30xy + 39ya - 408 24y 464 
கூம்பு வெட்டியின் உயிர்ப் புள்ளிகளைக் காண்க . 

19. 16.2 24xy + 9ya ---- $ 0 % --- 140y + 100 = 0 
பரவளையத்தின் உயிர்ப்புள்ளியைக் காண்க . 

20. 81x2 + 90xy -- 25y ? -- 59x + 21y + 50 = 0 பரவனை 
யத்தின் உயிர்ப் புள்ளியையும் , உயிர்க் கோட்டினையும் காண்க . 

21. ax + 2bxy + cy ? = 1 கூம்பு வெட்டியின் ஆயங்களின் 
சமன் பாடு xy ( a -C) | b ( 2 ya ) என்று நிறுவுக , 

22. 31 = 2xy + 3y 8 கூம்பு வெட்டிகளுள் ஒன்றின் 
உயிர்ப் புள்ளிகள் ஏனையதில் இருக்கும் என நிறுவுக . 


- 


- 


- 


- 


- 
- 


ப 


23. ( 

2y + 1 ) 2 + ( 4x + 2y 3 ) 3 10 கூம்பு வெட்டி 
யின் ஆயங்கள் தம் பெருக்கத் தொகை 4 என நிறுவுக . 


பகுதி 3 பொதுப்படைக் கூம்புவெட்டி ( General Conic ) 


12. குறித்த 5 புள்ளிகள் வழி ஒரு கூம்பு வெட்டிதான் 
செல்லும் . பொதுப்படைச் சமன்பாடு ax2 + 2hxy + by2 + 2gx --- 
2fy + c = 0 ஒரு கூம்பு வெட்டியைக் குறிக்கும் என நிறுவினோம் . 
இச் சமன்பாட்டில் 6 நிலையெண்கள் இருப்பினும் , அதனுள் , ஒரு 
நிலையெண்ணால் சமன்பாட்டை வகுத்தால் சமன்பாட்டில் தம்முள் 
தொடர்பில்லாத 5 நிலையெண்களே இருக்கும் . இவ் வைந்து 
நிலையெண்களைக் காணத் தம்முள் தொடர்பில்லாத 5 சமன் 
பாடுகள் வேண்டும் எனவே , 

ஒரு கூம்பு 

வெட்டியைத் 
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தம்முள் தொடர்பில்லாத 5 கட்டுப்பாடுகளுக்கு இணைக்கலாம் . 
எடுத்துக்காட்டாக 3 குறித்த புள்ளிகள் வழி 

கூம்பு 
வெட்டியைக் செல்லும்படி செய்யலாம் . 

13. ax2 + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + = 0 கூம்பு வெட்டி 
யின் ( x1 , } 1 ) இடத்துத் தொடுவரை . 
( x ] , y ) 

செல்லும் ஒரு கோட்டின் 

சமன்பாடு 


HT 


= 


- 


... 


COS 0 


sin 8 


* 


இக்கோடு கூம்பு வெட்டியை வெட்டும் புள்ளிகளைக் 

புள்ளிகளைக் காணக் 
கூம்பு வெட்டிச் சமன்பாட்டில் 

* + r coss , y = } ] * r sin t- ஐ ஈடாக்கல் வேண்டும் . 

axy + r cos 8 ) 2 + 2h { x1 + r cos ) ( y1 + r sin 8 ) 
+ b ( yi + r sin (1 ) 2 + 2g ( x + r cos 8 ) + 2f (y1 + r sin t ) 

1 ) . 
( அ - து ) 2 { a cos20 + 2h cos e sin a + b sin ? 0 } 
+ 2r { ax + hy1 + 8 ) cos G + ( hxy + by : + f ) sins) + 
ax2 + 2hxly1 - by1 + 2gx1 + 2fy + c == 0 ( 2 ) 


- 


( 1 ) கோடு கூம்பு வெட்டியைத் தொட்டால் ( x1,31 ) லிருந்து , 
( 1 ) கோடு கூம்பு வெட்டியை வெட்டும் புள்ளிகளின் தொலைகள் 
சுன்னமாகும் . 
எனவே , ( 2 ) -ன் தீர்வுகள் இரண்டும் சுன்னமாகும் . 

ax 2 - 2hx } 1 + by12 - + 2gx1 + 2fy1 + c == 0 ... ( 3 ) 
( 33 ) + hy1 + g ) cos ( + ( hrl + by + f ) sin a 

COS 8 hx + by + f 

sin a ax + hyi + g 
இம் மதிப்பை ( 1 ) -ல் ஈடாக்கினால் [ 1x , y1 ) இடத்துத் 
தொடுவரை கிடைக்கும் . 
( 21 , 1 ) இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாடு 


P 


COS 
sina 


- 


y 


- 


hx + by1 + f 
a + g 
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0 . 


3 


- 
- 


- 


( அ - து ) ( x -- x y ) { ax , + - hy1 + 8 ) 
+ ( y – x 

yı ) ( hx to by , t f ) 
( அ - து ) akx ] + [ xy1 + yx ] ) + byy1 + gx + fy 

2hxy ] + by : 2 +1 + fy . 
இருபுறத்து gxx + fy1 + c ஐக் கூட்டினால் 
axx ] + h ( xy ] - + yxy ) - byy1 + 8 ( 10 --- x1 ) + f ( y + y ) + c 

ax12 ---- 2hx } } 1 -i- by : + 2gx ] + 2fyi + c . 
{ அ - து ) axx ] 4- h ( xy1 + yx1 ) + byy1 - 8 ( x + - x1 ) + f 

( y + y ) + c = (0 

: . { 3 ) . ஆல் } 
இச் சமன்பாட்டை T மலை. () என்று எழுதுவதும் உண்டு . 

14. ( 3 , 1 ) -ன் துணைக்கோட்டுச் சமன்பாடு 
IMA ( 2 + ya ) + byy ( 

31) + fy + y +0 
என்றும் , ( x1 , yi ) - லிருந்து கூம்பு வெட்டிக்கு வரையும் 
தொடுவரைகளின் தொடு நாண் x + h ( ay + yxy ) + byy | - 
8 ( 3 + 31 ) f ( y + y1 ) + === 0 என்றும் எளிதிற் காணலாம் 

15. ( 3 , y ) புள்ளியை நடுப்புள்ளியாகக் கொண்ட 
ax2 + 2hxy + b + 2sx + 2fp + c = 0 கூம்பு வெட்டியின் நாண் 
( 51,1 ) வழிச் செல்லும் நாணின் சமன்பாடு 


1 


* 1 


- 


cos 6 sin e 
எனக் கொள்க . 
இந் நாண் கூம்பு வெட்டியை வெட்டும் 

புள்ளிகளைப் 
பின்வரும் சமன்பாட்டால் காணலாம் . 

r ( a cos2 + zh cos a sin a + b sin2 8 ) 

+ 2r { ( axy + hy1 + 8 ) cos + ( hx ] + by1 + f ) sin s } 
+12 + 2ha y + by + 2gx ] + 2 y + 

( 2 ) 
( 1 , y ) , நாணின் நடுப் புள்ளியாதலால் ( 2 )-ன் தீர்வுகள் மாறு 
பட்ட குறியும் சம மதிப்பும் உடையனவாகும் . 


- 


( ax + hy1 + 8 ) cost + ( hx + by1 + f ] sin t == 0 ( 3 ) 


( 1 ) , ( 3 ) சமன் பாடுகளிலிருந்து -ேவை அகற்றினால் நாணின் 
சமன்பாடு கிடைக்கும் . 


நாணின் சமன்பாடு 
( x - 1 ) ( ax + hy + g ) + ( y - y1 ) (hx + by : + f ) = 0 , 


கூம்பு வெட்டிகள் வரைதல் 


399 


- 


பு 


( அ.து ) axx + ( xy1 + yxy ) + byy1 + gx + fy 

ax13 + 2hx1y1 + by13 + gx ] + f > 1 
இருபுறத்தும் 8.xx + fy1 + -ஐக் கூட்டினால் 
axx + h ( xy1 + yxy ) + byy1 + 8 ( x + x1 ) + f ( y + y ) + 

ax 2 + 2hx | y1 + by12 + g ( x + x1 ) + f ( y + y ) + c , 
( அ - து ) T = 

ஒரு போகு நாண்களின் நடுப்புள்ளியினது இயங்கு 
வரை மையம் வழிச் செல்லும் ஒரு கோடாகும் . 


SI 


- 


நாண்கள் Ix + my 
கொள் வோம் . 


0 - க்கு ஒருபோகாக இருக்குமெனக் 


அத்தகைய நாண் ஒன்றின் நடுப்புள்ளி ( 31. yn) எனக் 
கொண்டால் அதன் சமன்பாடு 
axx ] + h ( xy ] + yxl ) + byy1 + 8 { x + x ) + f { y + y1 ) + c = Sr 


-- 


* . 


( அ - து ) ( ax + y +8 ) + ( hai + by + ) + 
இக்கோடு 1x + my = ( -க்கு ஒரு 

போகாக இருப்பதால் 
ax + hy1 + g ha , -by , f 

. 


( x1 , y1 ன் இயங்குவரை 
ax + hy + 8 hx + by • f 


++ 


-- 


இக் கோட்டில் ax + hy + g = 0 , hx + by + f = 0 
இணங்குமாகையால் கூம்பு வெட்டியின் மையம் வழி இக் கோடு .. 
செல்லும் . 


-தா 


y mix , y m13 கோடுகள் x + 2hxy + by + 
2gx + 2fy + c ) கூம்புவெட்டியின் இரு துணை இய விட்டங் 
களுக்கு ஒரு போகாக இருந்தால் a + h ( m + my ) + bmm ] 


y = mx கோட்டுக்கு ஒரு போகான நாண் ஒன்றின் நடுப் 
புள்ளி ( 1.1) எனக் கொள்க . 


அந் நாணின் சமன்பாடு 


axx1 


+ h ( xy1 + yx ] ) + b yy : + g { x + x1 ) + f iy + y ] ) 1 c 

ax ? -- 2h x y + by12 + 2gx + 2fy + c . 


- 


. 
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. 


( அ - து ) x ( axy + hy : + g ) + Y ( hxy + by : + f ) + 

ax + hy1 + g 
இந்நாணின் ‘ m 

hal -- by : + f 


--- 


- 


நடுப்புள்ளி 


ஃ y = mx க்கு ஒரு போகான நாண்களின் 

ax + hy + g 
இயங்குவரை m = - 

hot by + f 


- 


( அ.து ) ( a + mh ) x + { h + mb ) y + 3 + mf 
இக்கோடு y = my » க்கு ஒருபோகானால் 


a + mh 
f + mb 


111 


( அ - து ) a + h [ m + my ) + b m my = 0 . 

18. இரு கூம்பு வெட்டிகள் நான்கு புள்ளிகளில் வெட்டும் . 
இரு கூம்பு வெட்டிகளின் பொதுப்படைச் சமன்பாடுகளை 
ax2 + 2hxy + by ? + 2gx + 2fy + c = 0 

a1 a2 + 2hy sy + b y3 + 231 x + 2f1 y + c = () 
எனக் கொள்வோம் . 


இச் சமன்பாடுகளை 

A y2 + Al y + A , = 0 


( 1 ) 


* 


- 


.00 


Bo ye + Bly + B , 
என எழுதலாம் . 
இங்கு A0 , A1 , Ag , B. , B1 , Be + * கன் சார்புகளாகும் . 
( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகளால் 
y 

1 
A ] B , - Az B1 A B2 Ao 

( 3 ) 

Bo Al 
ஃ ( A , Bo - B , Ao ) 2 = { A ] BE AgB ) ( A.B ] - B.A ) 
இச் சமன்பாடு x- ன் நாற்படிச் சமன்பாடாகும் . எனவே , 
இதற்கு நான்கு தீர்வுகள் உள . 


- 


-- 


AO BI 


A , Bo 


( 3 ) - ஆல் y 


- B , Ao 


-- 


AO B1 


* 


Bo Al 


x- ன் ஓவ்வொரு மதிப்புக்குத்தக y- க்கு ஒரு மதிப்பு உண்டு . 
எனவே , இவ்விரு கூம்பு வெட்டிகள் நான்கு புள்ளிகளில் 
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வெட்டும் . ( 3 ) சமன்பாட்டில் கற்பனைத் தீர்வுகள் இரட்டையாக 
வருவதால் 

இந் நாற்புள்ளிகளும் மெய்யாகவோ , கற்பனை 
யாகவோ அல்லது இரண்டு மெய்யாகவும் இரண்டு கற்பனை 
யாகவுமோ இருக்கும் . 


19. கூம்பு வெட்டிகளின் தொடுகை : 


|| 


S , S கூம்பு வெட்டிகள் நான்கு புள்ளிகளில் வெட்டும் என்று 
பார்த்தோம் . அப் புள்ளிகள் அனைத்தும் மெய்யென்றும் 
அவற்றை A , B C , D என்றும் கொள்க . இவற்றுள் இரண்டு 
அல்லது மூன்று புள்ளிகள் ஒன்று படவும் கூடும் . 


A , B புள்ளிகள் A புள்ளியில் ஒன்றுபடும் என்றும் , C. D 
புள்ளிகள் தனித்தனியாக இருக்குமென்றும் கொள்வோம் . 
நிலையில் கூம்புவெட்டிகள் A இடத்துத் தொடும் . இம் மாதிரி 
தொடுதல் ஒற்றைத் தொடுகை ( Single Contact ) எனப்படும் . 
( படம் 142 ) 


- 


A , B புள்ளிகள் A- லும் , C , D 
புள்ளிகள் C. லும் ஒன்றுபட்டால் கூம்பு 
வெட்டிகள் A , C புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடும் . இம்மாதிரி தொடுதல் 
இரட்டைத் தொடுகை ( Double 
Contact ) எனப்படும் . ( படம் 143 ) 


A 


படம் 142 


A, B , C புள்ளிகள் A- ல் ஒன்று 
பட்டால் கூம்பு வெட்டிகளின் 
தொடுகை முப்புள்ளித் தொடுகை, 
( Three Point Contact ) எனப்படும் . 
( படம் 144 ) 


படம் 143 


26 - A 
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A , B , C , D புள்ளிகள் A- ல் 
ஒன்றுபட்டால் கூம்பு வெட்டி 
களின் தொடுகை நாற்புள்ளி 
(தொடுகை Four Point Contact ) 
எனப்படும் . 

( படம் 145 ) 


படம் 144 . 


(G 


இரு கூம்பு வெட்டிகள் எவ்விதம் 
தொட்டாலும் தொடுகுத்திடத்து அவற் 
றிக்கு ஒரு பொதுத் 

தொடுவரை 
உண்டு. 


படம் 145 . 


20 . இரட்டைத் தொடுகை ( Double Contact ). 

ஒரு கூம்பு வெட்டியோடு இரட்டைத் தொடுகையுடைய 
வேறொரு கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாடு காணுதல் . 
முதற் கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாடு 
S = ax2 + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 எனக் கொள்க . 
K நிலையெண் என்றால் 

S - K [ lx + my + n ) [ l ] x + mly + ry ) = 0 ... ( 1 ) 
சமன்பாடு 1 + my + n 0 , 11+my + n1 0 கோடுகள் 
S = 0 கூம்பு வெட்டியை வெட்டும் புள்ளிவழிச் செல்லும் 
ஒரு கூம்பு வெட்டியைக் குறிக்கும் . 

lx + my + n = 0 . 
- 113 + my + n ] = 0 கோடுகள் ஒன்றுபட்டால் இக்கோடுகள் 
S = 0 கூம்பு வெட்டியை வெட்டும் புள்ளிகள் ஒன்றுபடும் இரு 
புள்ளிகளாகும் . 


-- 


எனவே , SK( Is + my + n ) 2 = 0 
சமன்பாடு lx + my + n = ( 0 கோடு 
S = 0. ஐ வெட்டும் இடத்து S = 0 - ஐத் 
தொடும் கூம்பு வெட்டியைக் குறிக்கும் . 


படம் . 146 


- 
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21. S = 0 கூம்பு வெட்டிக்குக் குறித்தபுள்ளி ( x , y1) - லிருந்து 
வரையும் தொடுவரைகளின் சமன்பாடு , 

கூம்பு வெட்டியின் சமன்பாடு 

S = ax2 + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 
( 31 , 11 )-லிருந்து கூம்பு வெட்டிக்கு வரையும் தொடுவரைகளின் 
தொடு நாண் 

+ h ( xy + y ) + byy1 +8 ( x + ) 
+ f ( y + y ) + = 0 

( 2 ) 
( x1 , y1 ) - லிருந்து ( 1 )-க்கு வரையும் தொடு வரைகள் 
இரண்டும் ,( 1 ) கூம்பு வெட்டியை ( 2 ) வெட்டும் இடத்து இரட்டைத் 
தொடுகை உடைய கூம்பு வெட்டிகளுள் ஒன்றாகும் . 

அத்தகைய கூம்பு வெட்டிகளின் சமன்பாடு 
53 + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + -K { axx1 + ( ayi + 

Y ) + byy1 +8+ ) + y + y ) + 0 ( 3 ) 
( 3 ) கூம்பு வெட்டி ( 31. y 1 ) வழிச் சென்றால் தொடுவரைகளின் 
சேர்ந்த சமன்பாடு கிடைக்கும் . 

ஃ 8 , 2 + 2hxy1 + by1 + 2g21 + 2fyi + 
= K { Ex13 + $ hxy1 + by1 + 281 + 2fyi + c } * 0 . 

1 
( அ - து ) K = 

ax1 * + 2hxy1 + by + 2gx1 + Ify + & 
எனவே , தொடுவரைகளின் சேர்ந்த சமன்பாடு 
( ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c ) -- 
{ axz1 + h ( xy1 + yx1) + byy1 + 8 ( +1) + f ( + yi) + } 

( a + 2 + by1 +231 +21+ ) 
( அ.து ) SS1 

T3 . 
22. axx + 2hxy + by * + 2gx + - 2fy * 0 கூம்பு வெட்டி 
யின் உயிர்வட்டம் , 

தம்முள் நேர்க்குத்தாக இருக்கும் தொடுவரைகளின் வெட்டும் 
புள்ளி இயங்குவரை கூம்பு வெட்டியின் உயிர் வட்டமாகும் . 

( x1 , y1 ) லிருந்து கூம்பு வெட்டிக்கு வரையும் தொடுவரை 
களின் சமன்பாடு 
( ax + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c ) ( ax + 2hz | y1 + by 
+ 2gx1 + 2fy + c ) = { axx + h ( zy1 + yar ) + byyi + g ( x + 11 ) 

+ f [ y + y1 ) | ¢ } 2 


மகா 
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- 


- 


( 


( அ - து ) ( ax2 + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c ) ( 8x12 + 2hxy1 + 
by 2 + 2gxi + !fy1 1 c) -- { ( axl + hy1 + 8 ) x + ( hxy + by + fy 

+ gx1 + fy : + c } * = 0 
இத் தொடுவரைகள் தம்முள் நேர்குத்தாக இருப்பின் 

x2- ன் கெழு + y2- ன் கெழு 0 . 
ஃ . ( a + b ) ( ax2 + 2hxy1 + by12 + 2gx + 2fyi + c ) 

- ( as1 + hy1 + 8) - (hx + by1 + f ) 2 = 0 . 
( அ - து ) ( ab - h2 ) (x2 + y12 ) -2( hf - bg) x1-2 ( gh - af )y | 

+ bc - f2 + ca - 
ஃ ( x1 , y1 ) - ன் இயங்குவரை அஃதாவது உயிர் வட்டத்தின் 
சமன் பாடு 
( ab --- h2 ) ( x2 + ya ) - 2 ( hf --- bg ) x - 2 ( gh - afy 
+ bc - f ? + ca - 0 

( hf - tg gh af 
இவ்வட்டத்தின் மையம் 

ab ha ab - 

hz ) 
ப்புள்ளி கூம்பு வெட்டியின் மையமாகும் . 
கிளைத்தேற்றம் : ax2 + 2hxy + by2 + 2g5 + 2fy + c 0 . 
பரவளையத்தின் உயிர்க்கோடு 

2 ( hf - bg) x + 2 ( gh - af ) y - ( bc - f % + ca - g ? ) = 0 
ஆகும் . 

23. நாற் புள்ளி ஒரு நிலைக் கூம்பு வெட்டிகள் ( Four Point 
System of Conics ) . 

S = ax2 + 2hxy + by : + 2gx + 2fy + c = 0 - ( 1 ) 

S = apx + 2hyxy + bjy2 + 281x + 2f1y + c = 0 .... ( 2 ) 
( 1 ) , ( 2 ) இரண்டு கூம்பு வெட்டிகளின் சமன்பாடுகள் என்றால் , 
S + kst 0 

( 3 ) 
சமன்பாட்டைப் பார்ப்போம் . 
k- ன் மதிப்பு எதுவாயினும் இது ஒரு இருபடிச் சமன்பாடு 
ஆகையால் ( 3 ) ஒரு கூம்புவெட்டியைக் குறிக்கும் . 

மேலும் S = 0 , S = 0 கூம்பு வெட்டிகளின் - பொதுப் 
புள்ளிகள் வழி S + ks = 0 செல்லும் . ஆகவே , k -இன் பன்மதிப்பு 
களுக்குத் தக S + ks 0 , SS = 0 , S = 0 கூம்பு வெட்டி 
கள் வெட்டும் நாற் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் ஒரு நிலைக் கூம்பு 
வெட்டிகளைக் குறிக்கும் . 


3 


- 


கூம்பு வெட்டிகள் வரைதல் 


405. 


- 


24. இரு செவ்வக அதிபரவளையங்கள் வெட்டும் புள்ளிகள் ! 
வழிச் செல்லும் கூம்பு வெட்டிகள் அனைத்தும் செவ்வக அதிபர 
வளையங்களாகும் . 
முந்தின பகுதியின் S = 0 , 

S. செவ்வக அதிபர 
வளையங்கள் எனக் கொள்க 

41 - 
இவ்வதிபரவளையங்கள் வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் ஒரு 
நிலைக் கூம்பு வெட்டிகளின் சமன் பாடு 

S + ks = 0 
( அ - து ) a + kal ) x2 + 2 { h + khy ) xy + 

{ b + kbu ) y : + 
இச் சமன்பாட்டில் 


a + 5 


0 . 


- 


w 


+ ... 


-ன் கெழு + -ன் கெழு 


= a + ka ] + b + kby 
== a + b + k ( a + b ) 

0 . 


- 


S + ks = () கூம்பு வெட்டிகள் அனைத்தும் அதிபர 
வளையங்களாகும் . 


- 


25 

நாற் புள்ளி ஒரு நிலைக் கூம்பு வெட்டிகளுள் இரு 
பரவளையங்களும் , ஒரு செவ்வக அதிபரவளையமும் உள . 
S = 0 , S == 0 கூம்பு வெட்டிகள் வெட்டும் புள்ளிகள் வழிச் 
செல்லும் ஒரு நிலைக் கூம்பு வெட்டிகளின் சமன்பாடு 

S + kS 
( அ - து ) ( a + kay ) x2 + 2 ( h + khy ) xy + 
{ b + kbl ) y : + 

.. ( 1 ) 
ச் சமன்பாடு ஒரு பரவளையத்தைக் குறித்தால் 

( 6 + kh ) * ( a + ka ) [ b + kb ] ) 
இது k- ன் இருபடிச் சமன் பாடு ஆகையால் k- க்கு இரு 
தீர்வுகள் உள . 
எனவே , S + ks = 0 கூம்பு வெட்டிகளுள் இரண்டு பரவளையங் 
களாகும் . 


( 1 ) சமன்பாடு செவ்வக அதிபரவளையத்தைக் குறித்தால் , 

a + kai + b + kb ] 0 


-- 


k- க்கு ஒரு மதிப்புத்தான் உண்டு . எனவே S + kS = 0 
கூம்பு வெட்டிகளுள் ஒன்று செவ்வக அதிபரவளையமாகும் . 


- 
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ஜாதிரி 5 : 

நாற் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் இரு பரவளையத்தின் அரை 
நேரகலங்கள் 11 , 1 , என்றும் அந் நாற்புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் 
செவ்வக அதிபரவளைய மையத்திலிருந்து இவ்விரு பரவளைய 
ஆயங்களுக்கு வரையும் தேர்குத்துக் கோடுகளின் 

கோடுகளின் நீளங்கள் 
Pl » Pa என்றும் இருந்தால் 

P13 + 11 = pa * + 19 என நிறுவுக . 


செவ்வக அதிபரவளையத்தின் எட்டாப் புள்ளித் தொடு 
வரைகளை ஆயத்தொலை ஆயங்களாகக் கொண்டால் செவ்வக 
அதிபரவளையத்தின் சமன்பாடு 


- 


நாற் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் ஒரு பரவளையத்தின் சமன் 
பாட்டை ( ex + By ) 2 + 2gx + 2fy + c = 0 எனக் கொள்க . 

ஏனைய பரவளையத்தின் சமன்பாடு 
( ex + py ) 2 + 2gx + 2fy + c + A { xy -k ) = 0 . 
இது பரவளையமாகையால் 


( 8 + 3 ) 


- 


2 4a s . 

இப் பரவளையத்தின் சமன்பாடு 
( ax - py ) 2 + 2gx + 2fy + c + 4 a sks = 0. 
- 

of + pg 
( aa - 2 ) 

12 


( a ? + pe ) 
111-12 

{ af - pg , { ef + pg ) 

( 02 + 82 


* 1 = af - pg 


- 


4 a Bfg 

( e " + 2 ) 
செவ்வக அதிபரவளையத்தின் மையம் ( 0 , 0 ) . 
பரவளையங்களின் ஆயங்கள் 
ag -+ pf 

Bf 
ax + ßyt 

By for 
3 + 3 

02 +82 
8 + 8 
32 + 2 

& 8 + Bf . 
Va2 + 62 ( a + 82) 


- 


- 


6. 


- 


-- 
வக 


0 . 


- 
- 


- 
- 


கூம்பு வெட்டிகள் வரைதல் 


C 


2+ 2 ) 


Ef ) 3 -- ( ag + FR 


- 


கு 


க 


- 


- 


ஓ 


4 & 8 gf 
a3 + 2 ) க 

P22 
112 + P1 = 12 * + 12 . 
26. நாற் புள்ளி ஒரு நிலைக் கூம்பு வெட்டிகளின் மையங்கள் 
தம் இயங்குவரை. 

இந் நாற்புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் இரு கூப்பு வெட்டிகளின் 
சமன்பாடுகள் 

S = ax2 + 2hxy by 2 + 28x + 2fy + c = 0 

S = ayx2 + 2hxy + by : + 281x + 2f1y + c = 0 ( 2) 
எனக் கொண்டால் 

நாற் புள்ளி 

ஒரு நிலைக் கூம்பு வெட்டி 
களின் சமன்பாடு 

S + KS 0 
( 3 ) -ன் மையங்கள் 

( a + kai ) x + ( a + b ) y + 8 + kg ) 

( h -- khy ) x + ( b - kby } y + [ f + kfs ) 0 
சமன்பாடுகளால் வரும் . 


--- 


இச் சமன்பாடுகளிலிருந்து k- ஐ அகற்றினால் இக் கூம்பு 
வெட்டிகளின் மைய இயங்குவரை கிடைக்கும் . மைய இயங்கு 
வரையின் சமன்பாடு 


- 


( ax + hy + 8 ) ( hyx + by + f1 {ax + hy- + 81 ) ( hx + by + 1 ) 
இது ஒரு கூம்பு வெட்டியாகும் . 

எனவே , நாற் புள்ளி ஒரு நிலைக் கூம்பு வெட்டிகளின் 
மைய இயங்குவரை ஒரு கூம்பு வெட்டியாகும் . 


மாதிரி 6 : 

A, B, C , D ஒரு வட்டப் புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் ஒரு 
நிலைக் கூம்பு வெட்டிகளின் மைய இயங்தவரை 

தவரை ஒரு செவ்வக 
அதிபரவளையமாகும் என நிறுவுக . 
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- 
- 


முந்தின பகுதியில் மைய இயங்குவரை 

( ax + hy + g ) ( hyx - b ) + f1 ) 
[ ayx + hly + 81 ) ( hx + by + f ) 
எனக் கண்டோம் . 


- ( 1 ) 


A , B , C , D நாற் புள்ளிகள் ஒரு வட்டத்தில் இருந்தால் 
S + ks = 0 , k- ன் ஒரு மதிப்புக்கு ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்க, 
வேண்டும் . 


- 
- 


... ( 2 ) 


- 


b + kb1 


-- 


. 


அதன் கட்டுப்பாடுகள் 

+ + kh 

a + kal 
. ( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து k- ஐ அகற்றினால் 

hi ( a - b ) = h ( 31 -1) 
( 1 ) கூம்பு வெட்டிச் சமன்பாட்டில் 
22 - ன் கெழு + y2- ன் கெழு ahı al h + hb ) --- hy b . 

h ( a - b ) - ( al bl ) 

{ ( 4)-ஆல் } . 
ஃ ( 1 ) கூம்பு வெட்டி , அஃதாவது மைய இயங்குவரை ஒரு : 
செவ்வக அதிபரவளையமாகும் . 


- 


P 
-- 


- 
- 


பயிற்சிகள் 1 ( பக்கம் 6--8 ) . 
2 ( 1 ) 5. ( 2 ) . 17. ( 3 ) 3 75. 

+19 ) + 


RSS 


** ] 


, 


( S ) 2sin 

29 sins 

+ 

of b* cos 
2 2 

2 
c2( ti - t2 ) 2 ( 1 +112 122 ) 
( 61 

t1 ts 
8 இரு சரிச்சிறை முக்கோணம் . 4 வட்ட ஆரை 5 
13 ( 1 ) ( 1 , 4 ) . ( 2 ) ( 0 , 1 ) . ( 3 ) ( !, 2 ) . 
14 ( 10 , 15 ) 15 (- 7 , -8 ) ; ( -- 10 , 6 ) 
3/2 

3 , 
2 

3 
17 ( 28 , 

2 ) , ( - 32 , 18 ) . 
( - . 

( 3) 

2 


23 


( - ) (4,}); ( + - ) 


24 ( -2, -- 4 ) 25 ( = V3 , + / 3 ) . 


1 (1 ) 


பயிற்சிகள் 2 ( பக்கம் 12) . 
25 
2 

( 2 ) 78. ( 3 ) ab -- 4 ac - 
2 ( 1 ) 96. ( 2 ) 21. ( 3 ) 226 . 
7x + y = 11 . 6 . 

43 அல்லது - 33 . 


( 


5 


பயிற்சிகள் 3 ( பக்கம் 15-16 ) . 
3 ( x -- 2 ) 2 + ( y - 1 ) : 4 ( x - 1 ) 2 + 4 (y -- 2 ) . 
4 ( 3-2 ) 2 + ( y - 3 ) + ( = 3 ) : + (y- 2 ) * = K. 
7 4x : + 3y2 | 0 . 


K. 


- 
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8 ( 1 ) 2( x + y + a ) = c . 

( 2 ) 2as 
( 3 ) ( k + 4ax ) 2 4k { ( x + ) + y ) 
( 4 ) ( * - a ) 3 + y * = k * { ( x + a ) + y3 } 

( 5) 2c 
98x2 + 8y2 2x 36y 33 . 
10 x + y * - 43 + 14y + 28 = 0 . 


ப 


வ 


| 


பா 


பயிற்சிகள் 4 ( பக்கம் 32-34 ) . 


1 ( 1) + ( 2 ) - ( 3 ) - : ( 4 ) - cot a . 


8 ( 1 ) * + 4y = 19. ( 2 ) 3x + 2y 

( 3 ) 133 + 5y + 4 = 0 


y 


1 . 


4 (1)(1,0 : (0.- 1 ) 

( 2 ) ( 3 , 0 ) , ( 0 , 4 ) ( 3 ) ( 3 , 0 ) , ( 0 , 5 ) 
( ( - * . ) . ( 0, - * ) 


5 ( 1 ) 8 % + y + 6 = 0 . ( 2 ) 3 * 

2y = 12. ( 3 ) 2y = 7 % . 
( 4 ) y 

--- x 502. ( 5 ) * * y 7 . 
8 ( 1 ) / 10. 34 ,168. ( 2) 4,642,2010. 

3y ; 31 = 
10 உண்டு , உண்டு . 


- 


11 


7 
12 


14 x + 2 = 0 , 7 % - 24y + 182 = 0 . 


15 


கர் 


y + - 2 = 0 , 21 2 , 


16 p ( x + y ) 


+ 


விடைகள் 


பயிற்சிகள் . 5 ( பக்கம் 45 - 48) . 


- 


17 23 
1 ( 1 ) 

( 2 ) ( - 3 , -- 1 ) . ( 3 ) ( 1 , 1 ) 
7 

7 
2 43 + 19y 7 0 , 320 + 5y + 7 == 0. ! 
4 4 . 

5 . 5 . 

464 
7 ( 1 ) cs . ( 2 ) 7 


( 9,4 ) 


- 3y + 7 ) 


- 


- 


13 P 


- 


10 2x + 3y , 

1 அல்லது 2 . 
153* + 2y 7 0 . 
17 42x + 35y 

44 
1 0 . 


11 % + 4y 
14 

* + y = 5 . 
16 29x + 8y - 37 = 0 . 
18 3 % + 4y - 6 0 . 


- 


( -1 


-- 


20 (1) -1 , 1 ) ( 3 ) ( 0 , 1 ) . ( 3 ) ( - , , ; ) 
21 (1)( 33.1 ) ( 2 ) (8-1) ( 3 ) ( - 3 , 7 ). 

( 2 ) ( 3 , 13 ) 


22 ( 1 ) 


( ( 


1 3 

2 


நாகா 


- 


அன் 


23 43 + 5y = 9 , 7x + 2y 

= 9 , 5 = y . 

5 
24 35 4y + 4a 

H 

2 
25 75 + 3y 4 0 ; 73 + 3y 33 = 0 . 
33-7y - 10 = 0 , 3x 

0 ,3-7y + 19 0 . 
226 72 - 3y = 4 ; 77 - 3y + 24 = 0 . 

35 + 7y = 10 . 
28 ( 1,5 ) , ( 1,9) , (5,9) , (5,5 ) . 
29 7x + 23y 54 = 0 , 23x 

ஒ 





31 


+ 


ya 
62 


-- 
கடி 


1 


as 


.33 x + v3.y = 2 + 13. 
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பயிற்சிகள் 8 ( பக்கம் 49 --- 51 ) 


(13-13 ) 
(113. B ) 


2 . 


--- 


கம்ப 


- 


--- 


0 . 


- 


- 


6. 3 % + y = 8 . 

abs agb1 42 asbe 
10. aay 4 by be 

Val2-2 

/ ag : + 
11ss + bxbs 

azas + bab , 
அல்லது , 
Val : +612 1/ a2 + b2 * 

7 
11. 53 ) 

3 3y +2 

16 16 
10. ( 1 , Imn + ! + m + n ) 


- 


பயிற்சிகள் 7 ( பக்கம் 59-- ( 0) 


3. க 


6. ( 1 , 8 ) , 


- 7y 


-- 


- 


10. x --- y = 12 , 

y = 12 , 7Ty = 86 . 


7. ( 1 , 1 ) , 
11. 25 + 16y + 13 = 0 . 


பயிற்சிகள் 8 (பக்கம் 70--73 ) 
--- 10 ; 4x + 5y + 3 ; 3 * - 2y + 1 . 


10 


2. 8 , 2 , - 2 ). 


4 


- 


( -1,-3 ) . 


6. x + 3xy + y * --- 83-7y + 1 = 0 . 


5 


1 .. 


8 . 


5av2 . 


9 . 


5 
2 


11. ay- d ) 2 - ? h (y- d ) ( x - c ) + b ( x - 


- 


DA 


12. ( தி - 3) 


- 


விடைகள் 
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M / 3 


- 


பயிற்சிகள் 3 ( பக்கம் 82 --- 84 ) 

V3 - | 
5. + 1 = 

t * + 1 ) . 
M3 - 1 

V3-1 
6 . a + 3 , h ( 12 m2 ) 

b ) Im . 
13 . 11 ( 32 + y2 ) 2 ( px + qy ) {/ x + my ) == fs ; pl + gm = 1 . 
16. 2x2 -- 5xy 3y2 


- 


y2 


18 . 


- 


k2 


2 


பா 


8aam 


2ak 


பயிற்சிகள் 10 ( பக்கம் 112--11 ) 


1. ( 1 ) f3 , 


- 


1 ) , 7 . 


( 2 


( -) - 1 ) . 3 
( 4 ) ( - ), 1 ) , 1143 . 


( 3 ) ( 3 , 1 ) . VT 


கா 


Bore 


- 


. 


- 


2 , ( 1 ) x2 - + y2 2x + 8y 

( 2 ) 4x + 4y2 + 16x 24y - 3 0 . 
( 3 ) 4x2 + 4y2 -- x -- 16y + - 11 
( 4 ) 2x2 ... 2y2 - 6x - 1.4y + < 17 == ! . 


3. ( 1 ) 3x2 + 3y3 + 2x amma 21 y ---- 17 === 8 . 

( 2 ) x2 + y2 
( 3 ) ? x ? + 7ya 29x -- 1 " y --- 3. == { 3 . 


Aar 


a 


4 . 


3x2 + 3y2 - six + 4 : y = 


5 . 


x2 + 32-2x --- ? y -- 1 = { ! . 
x2 + y2 

103 18y : - 25 - 


| 


- 


8 


- 


RFt 


6 . R3 -- y2 6x 

0 , x 2 --- y + 4x - 4y + 4 = 0 . 
8. ( 1 ) x2 + y2 
( 2 ) x2 + 12 

6y + 4 0 . 
( 3 ) x2 + y 17x - 1 * y + 50 = 0 . 

( 4 ) x2 + y2 - 4x - ? y --- 5 = 0 . 
27 


கயை 


- 


- 


- 
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ஆயத் தொலை வடிவகணிதம் 


( 
5 
) 


y 


வ 


தவா 


(( 6 ) x + 
( 7 ) > 2 + 112 
( 8 ) x + P 
( 9 ) x ? -- y 


* { 5 : 243 ) ( x + y ) + { 5 == 243) 3 = 0 . 

- 10y + 25 
tax - 2ay + 8 == [ ) . 

- 2y + - 1 5 0 , ** + sye-- 12x - 12y 


FAUA 


( 10 ) x2 


47 


. 


- 


11. ( -- 1 , 2 ) uெ r ( d , ( )) , ( 3 , 4 ) இவ்விரண்டும் உள் . 

10 
3 . 


17 


15. Kax -- 212 aiyn 65.x; 


Bir 


அர் 


கடி 
சோ 


| 


2gx + 2fy - 

2. V $ x -- 43 + 5 = D. 
25. ( 15 , 10 . 
29 , கூம்பு வெட்டி 


30 . 


பயிற்சிகள் 


11 ( பக்கம் 15714:) 


10x2 +141 y + 180 


-4 .. 


8 


அலடம் 


பக 


ம 


5. x2 + y 

5 ( x2 + y ) + 48 + 83 
432 + 422 

11y 


வா 
கய 


7 . 


365 46y + 324 
25x2 + 25ya 80x 494y + 64 


- 


" 8 . 


* 2 + 3 


* 


1 


9 . 


35 


- 
பட் 


y - 2 
1 


- 


-- 


விடைகள் 


14. 745 


. 


10. 33 -- y3 + 4x 

4y + 3 
11. ( : - 2 ) ( a + 2 ) Zab ( 6x + 7 • 
74/5 

15 . 

2 13 . 
$ 

2 
2 2 
3 , 3 

3 
17 . 
19 . 

2x a + b ) ( a + b ) --- ? -- 3ab + ba = ) . 
+ y3 + 9x + 7y 
21. x2 -- y 

5x - 14y 
* 2 . வட்டங்களில் இது வர R , R என்றால் R3 -- K * : 
24. x2 + y ? 

0 . 


(--; ). " 


வார் 


கா 


- 


-- 


பா 
பேட் 


W 


12 


і бу 


--- 


A 


9 


தமக 


t 


26 . x2 --- y2 -- ( 8 + 10 12 ) ; -- 9 0 . 
27. ( 3 , 0) . 
23. y2 -- 4ax 502 
29. ( 2 ) Ax 

0 . 
33 ( 3 , - 1 ) . 
34. 5 ( x2 -- ye ) 

9fy - 80 = 0 

480y - 1816 : 00 = 0 . 
* 35 . ( 0 , 3 ) , ( -- 2 , 1 ) . 
56. ( . 

1 ) . 

8 0 
46. ( x -- 4 ) 3 ( y -- 1 ) 2 
47 . 0 , 31-4 ) 

4 , 4 * 

3y 


HE 


45. Y 


ல 


பாம் 


- 


= +4 


- 


பயிற்சிகள் 


12 ( பக்கம் 150 ) 


1. நேரகலம் 4 , உயிர்ப்புள்ளி ( 4 - * . ) 
2. நேரகலம் : ,உயிர்ப்புள்ள ( - : " - " ++ ) 


உயிர்க்கோடு y === 
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ஆயத்தொலை வடிவகணிதம் 


- 2 ) உயிர்க் 


3. ( 1 ) முனை ( 1 , - 3 ) , உயிர்ப் புள்ளி ( 1 , 

கோடு y + 4 = 0 . 


( 2 ) முனை 


( 3. • ) . உயிர்ப்புள்ளி (3. 0 ) 
( 3 ) முனை ( - ). ). உயிர்ப்புள்ளி ( - 1,1 ) 


8x + 25 = 0 . 


பயிர்க்கோடு 
( 


* 


யிர்க்கோடு 4x 
( 4 ) முனை 

( 2, 1 ) , உயிர்ப்புள்ளி ( 2 , 0 ) 
கோடு y = 1 . 
( 5 ) முனை ( 2 , 1 ) , உயிர்ப்புள்ளி ( 2 , + ) உயிர்க்கோடு 
4y + 9 = ) . 

3 
( 6 ) முனை 

உயிர்ப்புள்ளி { 1 , 2 ) உயிர்க் 
2 


- 


கோடு x + y - 1 


- 
- 


பயிற்சிகள் 13 { பக்கம் 169-174 ) 
1. 2y = x + 4 . 
7. 576 ( y ? --- 5x ) = ( 5x --ty + 25 ) 2 . 


8. C 


am -- 


10. ( 2 . 


4 ) , ( 8 , 


* 


27. நிலையெண் k என்றால் 


k 


30. y : - 4ax = { x + a ) : 


31 . 


33. al3 + 2alm2 + nina 
34. x 2 a { 2x2 - + y3 ) . 


பயிற்சிகள் 14 ( பக்கம் 179--181 ) , 


1. ( 1 , 2 ) , ( 4,4) . 
7. y2 

2a ( x -20 ) . 
11. ( 4a , 4a ) , ( 4a , - 4a ) . 


படப் 


பது 


- 
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விடைகள் 


am 4a2 


பயிற்சிகள் 15 ( பக்கம் 192 - 193 ) 
1. 7y = 2 ( x + 1 ) , 8y = 2 ( x + - 4 ) . 
5 . 

y2 
7 . R ( at ) 2 . 2at ) ) என்றால் ( 2a , - at ] ) , * = 2a . 

y 4as 
11 . + 

26 . 
2a 
13 . 4abx + ( 4aa ---- b ) y = 4a9b .. 


- 


பயிற்சிகள் 16 ( பக்கம் 202 } 


PLE 


1 . 


45 
மையத் தொலைத்தகவு 

3 

0/15 
உயிர்ப்புள்ளிகன் 0 , 

18 
7x2 + 2ay + Ty3 80x + 48y -- 176 = 
101x2 + 48xy + 8ly ? 330x 

224y + 441 
83 ° - + 9y 

162 . 
8 . 


( 


2 . 


0 . 


- 


- 


3 . 
4 . 
5 . 


N 


கா 


பா 


6. ( 1 ) மையம் ( 2 , 


1 } ; நேரகலம் 


8 
42 


V5 


15 ; 


3 


உயிர்ப்புள்ளிகள் ( 1 , -- 1 ) , ( 3 , - 1 ) . 

8 
( 2 } மையம் ( - 1 , -- 2 ) ; நேரகலம் ; e = 

உயிர்ப்புள்ளிகள் ( -- ! + V / 5 , - 2 ) . 
( 3 ) மையம் ( 1 , 0 ) ; நேரகலம் / 3 ; e = 


- 


-- 


உயிர்ப்புள்ளிகள் ( 1 , + + ). 


( 4 ) மையம் ( 1 , 2 ) ; நேரகலம் 


202 . 


. 


3 


உயிர்ப்புள்ளிகள் ( 1 + 402 , 2 ) . 
12 அடி 9 அங்குலம் . 


- 


பயிற்சிகள் 17 ( பக்கம் 231--237 ) 


- 


2 . 


( 2 , 1 ) . 


3 . 


y = V3x + 7 . 


* 


ஆயத்தொலை வடிவகணிதம் 


4 . 


3 


- 
H 


O.y + 


- 


5 


கா 
பபபம் 


1 


5 . 


அடி 


--- 


1 . 


+ cos - 1 ( + e ). 


V5 
3 


. 


15. குறித்த கோட்டிலிருந்து குறித்த புள்ளியின் தொலை 
k என்றால் , குற்றச்சு நுனியில் இயங்குவார xk - y = ks . 

2ae 
20. நெட்டச்சில் மையத்திலிருந்து 2 + ! 

தொலைக்கு 
அப்பாலுள்ள புள்ளி 


( = + = ) + = 1 


1 . 


பயிற்சிகள் 


18 ( பக்கம் 244..- 247 ; 


a212 + bama 


- 


T 


1 


7 . 


ya 
நம் 


a4 


" 


8. paiya -+ - b4 % 


- 


2 . 


ba + 


a 


1 


- 


+ 
g+ 


34 


பயிற்சிகள் 19 ( பக்கம் 263-267 ) 


1 . 


- 


- 


- 


2 . 


பு 


0 . 


+ 


M7 


03 


3 . 


calm 


2 
3 


/ 
( 


* 


5 
4 .. 

202 
25. 2ạºx + bºy * )* 


va ) . ( 

-v7 ) 


( a --- b2 ) * [ aex ? -- bspx * , 


விடைகள் 
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30. ( 


( -.- ) 


32. 4x2 + Sy8 


4.3 . 


34 . 


+ 


a + be 

இது 2 


- 
- 


. 


b 


( * + 
( * + - ) ( + } + 42*5 (5 + ) 


36 . 


பயிற்சிகள் 20 ( பக்கம் 280-282 ) 
4.xy + y3 + 23 бу 


1 . 


-- 
-- 


2 . 


19x8 + 216xy 


மகா 


44y2 --- 108 


DMD 


144y - 


36 


- 
-- 


5 


9 


3 . 


- 
- 


+ 


; நேரகலம் , ; உயிர்ப்புள்ளிகள் ( * 5 , { } . 


4 . 


மையம் ( 2 , 31 ; e = 

4 . 


நேர்கலம் 


27 
2 


உயிர்ப்புள்ளிகள் ( 17 , 31 , ( -13 , 3 ) . 


5. மையம் 


- 


121 
25 


; உயிர்ப்புள்ளிகள் 


( 2) 
( 34+ 15 / 13 -12 + 15 / 13 ). (84-15 / 13 , -12-13 / 13 ) 

( -73.- , s ); 
( e zjs ); 


6 . 


2x = 1/55 


- 


தம் 


8. 


பக 


y 


23 +1, y 


-- 


2x 


. 


1 . 


15. 25 - 3y = ) கோட்டுப்புள்ளி சன் 
16. 24x 25 22 . 


ass 


-- 


21. 4y : 


3x . 


22. 9y 


123 . 


-TA 
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ஆயத் தொலை வடிவகணிதம் 


பயிற்சிகள் 21 ( பக்கம் 300--302 ) 


- 


1. ( x --- 4y + 7 ) ( 4 # + 3y + 1 ) = 7 . 
2. ( 2x 

3y + 7 ) ( 3x + 2y - 5 ) + 35 
3. { 3x + y -- 7 ( 2x - y --- 3 ) 
4. ( 28 1 - 5 ) ( 3 + 2y -- 1 ) 
5. t 2x2 --- xy 

2 
( 2 ) 2x2 + 4xy + 2y2 113 * 7y + 5 = 0 . 
( 3 ) 5x2 

7xy -- 3y ? + x + - 4y - 1 = ( ) . 


ப 


. 


ப + ) 


5. { 1 ) 2xy --- 7x - 6y -- 24 = 0 . 
( 2 ) ( 3x + y + n ) { x + 3xy + n ) + kº 

Sxy -- 2y2 + 17x + y + 6 = () . 
( 4 ) 432 + 13xy + 3y3 + x + 3y + 25 = 

0 . 
( 5 ) ( 2x - + y + 4 ) ( 4x + y + 1 ) + 12 = 0 . 


( 3 ) 3x2 


- 


Y 


8. ( x + 3 + 1 ) ( 2x - y + 2 ) = 81/4 .. 
9. 3x2 -- 8xy + 4y2 + 123 - 12y = 0 . 
10. ( 10y --- 13x + 105 ) ( x + 2y - S ) + 525 


பயிற்சிகள் 22 ( பக்கம் 313--318 ) 


( * ) , - . -i ); 


; x + y = + c . 


40. 4 + a 

a + a = 2nr . 


பயிற்சிகள் 23 ( பக்கம் 362-368 ) 


B 


1 . 


( 4 


V A2 + B2 

2 


tan - 1 


R ) 


. 


2. B2 as + 2Aa 


1 


0. 


r cos 8 + d = 0 ; ( - d + // d2 + 2ad , 0 ° ) . 
18. ( A = e) + B2 = 1 . 


- 


விடை கள் 
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பயிற்சிகள் 24 ( பக்கம் 95-396 ) 


நீள் வட்டடம் ; மையம் ( 2 , -- 3 ) ; நெட்டச்சின் சமன்பாடு 
43 + 3y + 1 = 0 ; நீளம் 6 ; கற்றச்சின் சமன் பாடு 3x - 4y - 18 

0 ; நீளம் 4 . 


- 


- 


2 . 

அதிபரவளையம் ; குறுக்காயச் சமன்பாடு 3 + y + 4 0 , 
நீளம் 2/2/7 துணையாயச் சமன்பாடு x -- y + 4 = (I ; நீளம் 
2vz / 3 . 


3. பரவளையம் ; முனை ( - 1 , 1 ) ; ஆயம் 3x + 4y -- 1 = 0 ; 
நேரகலம் 4 ; முனையிடத்துத் தொடுவரை 4x ---- 3y + 7 = 0 . 


4. நீள் வட்டம் ; மையம் ( - 1 , 1 ) ; நெட்டச்சின் சமன்பாடு 
* --2y - 1 == 0 , நீள * ; குற்றச்சின் சமன்பாடு / x -- y + 3 

0 , நீளம் 2 . 


- 


ரே 


5. அதிபரவளையம் ; மையம் ( 3 , 4 ) ; குறுக்காயச் சமன்பாடு 
4x + 3y -- 24 == 0 , நீளம்: 2 ; துணையாயச் சமன்பாடு 3x - 
+ 7 = 0 , நீளம் 41/6 . 


4y 


6. பரவளையம் ; முனை ( --- 3 , 3 ) ; ஆயம் 5.x --- 13y + 4 = 0 ; 
நேரகலம் ; முனையிடத்துத் தொடுவரை 123 + 5y + 9 0 . 


7 . 


நீள் வட்டம் ; மையம் , 2 ) ; நட்டச்சின் சமன்பாடு 
3x 

4y --- 5 = 0 , நீளம் 206 ; குற்றச்சின் சமன்பாடு 4x --- 
10 0 , நீளம் 202 . 


44 


- 


8. அதிபரவளையம் ; மையம் ( 2 , 1 ) ; குறுக்காயச் சமன் 
பாடு x + 3y + 1 = () , நீளம் 3 ; துணையாயச் சமன்பாடு 3x - Y 
= 7 , நீளம் 1 ; எட்டாப் புள்ளித் தொடுவவரகள் x + y 1 , 
- 7y = 9 . 


- 


- 


பரவளையம் ; முனை ( - 4 , 2 ) ; ஆயம் 4x + 3y -- 10 
= { } ; முனையிடத்துத் தொடுவரை 3x -- ay + 20 = 0 ; நேர் 
அகலம் 8 . 


10. நீள் வட்டம் ; மையம் ( -- 4 , 3 ) ; நெட்டடச்சின் சமன் பாடு 
x + y -- 1 = 0 , தீளம் ; குற்றச்சின் சமன்பாடு x - y +7 = 0 , 
நீளம் 4 . 


- 
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ஆயத்தோலை வடிவகணிதய் 


11. அதிபரவளையம் ; மையம் ( -- 1 , 1 } , குறுக்காயச் சமன் 
பாடு x -- 2y + 3 = 0 , நீளம் 2 ; துணையாயச் 

சமன்பாடு 
2x + y +1 = () , நீளம் 6 . 


ய 


12. பரவளையம் ; முனை ( 23/16 , 3/16 ) ; ஆயம் 4x - + 4y 
= 0 ; முனையிடத்துத் தொடுவரை 83 ~ 13 = 0 ; நேர் 
அகலம் 3/2/2. 


13. நீள்வட்டம் ; மையம் ( -- 1 , 2 ) ; நெட்டச்சின் சமன்பாடு 
க- y + 3 = 1 , நீளம் 642 ; குற்றச்சின் சமன்பாடு x + y 
= 1 , நீளம் 206 . 


Pu 


14. அதிபரவளையம் ; மையம் ( 

* + 2y = 3 , நீளம் V2 : 
21 4 0 ; நீளம் 2/343. 


1 , 2 ; குறுக்காயச் சமன் 
துணையாயச் 

சயன்பாடு 


- 


15 பரவகாயம் , நேரகலம் 1/13 ; ஆயம் 5x 120 + 1 = 0 ; 
முனையிடத்துத் தொடுவரை 12 % + 5y + 2 + 0 . 

16. 4x -- 3y + 2 == 0 ; ( --1 / 5 , 2/5 ) ; 8 ; [ 1 , 2 ) , 
17. ( 1 , --- 1 ) , ( -1 , 2 ) ; 2 % - 3y 1 வ () ; 

2x -- 3y + 4 
18. ( 2 , 3 ) , ( -1 , -- 2 ) . 


19. ( 1 , 2 ) . 


-- 


. 


கலைச்சொற்கள் 


AN 


பயை 


- + 14 


Algebra 
Acceleration 
Acceleration - angular 
Angle 
Angle of depression 
Angle of elevation 
Angle - Intersecting 
Angle - right 
Angle semivertical 
Angle - vectorial 
Approximately 
Arc 
Area 
Asymptote 


இயற்கணிதம் . 
விசை மாறு வீதம் . 
கோண விசை மாறு வீதம் 
கோணம் 
இறக்கக் கோணம் . 
ஏற்றக் கோணம் . 
வெட்டுங் கோணம் . 
செங்கோணம் , 
உச்சிக் கோணப் பாதி 
தொலைக் கோணம் 
அண்ணளவாக . 


பம் 


Mசு 


கம் 


-பு 


நீளத் 


+ 


w 


-- 


அய 


பேரப்பளவு , பாம்பு . 
நெடு நிலை அல்லது 

தொடுவதா 
அச்சு , ஆயம் . 
நெட்டச்சு . 
குற்றச்சு . 
வளைவு நெம்புதிறன் . 
ஈருறுப்புச் சேர்ப்பு . 
அகலம் . 
கணக்கீடுகள் 
நுண்கணிதம் 
வகை நுண் கணிதம் 
தொகை நுண்கணிதம் . 
நெஞ்சு வல 
கயிற்று வனை , 
மையம் . 
வேத எதிர்வினை , 


- 


Axis 
Axis -Major 
Axis - Minor 
Bending moment 
Binomial 
Breadth 
Calculations 
Calculus 
Calculus - Differential 
Calculus - Integral 
Cardioid 
Catenary 
Centre 
Chemical reaction 
Chord 
Circle 
Circumference 
Concavity 
Condition 
Coefficient 


HTS 


- 


-- 


நாண் 


வட்டம் , 
சுற்றளவு , வட்டவரை 
குழிவு . 
கட்டுப்பாடு . 


e 


- 
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வகைக் கெழு . 
நீட்டப் பெருக்கக் கெழு . 
எண் கெழு . 
பிணர்வுக் கெழு 
பகுப்பு வகைக் கெழு . 
அடுத்தடுத்த வகைக் கெழு . 


ANS 


----- 


--- 


- 


Coefficient -differential 
Coefficient- linear expansion 
Coefficient - numerical 
Coefficient of friction 
Coefficient - partial differentia } -- 
Coefficient - successive diffe 

rential 
Coefficient - total differential 
Cone 
Conic 
Conjugate 
Constant 
Contact - point of 
Continuous 
Conversely 
Convexity 
Co - ordinates 
Co- ordinates , polar 
Corollary 
Corresponding 
Cosine 
Cube 
Curvature 
Curvature - centre of 
Curvature- circle of 
Curvature - radius of 
Curve 
Curved 
Cyclic 
Cycloid 
Cycloid - Epi 
Cycloid - Hypo 
Cylinder 
Decimal 
Definition 
Denominator 
Density 
Diagonal 
Diameter 
Differentiation 


கூடிய வகைக் கெழு . 
வட்டக் கூம்பு 
கூம்பு வெட்டி . 
துணையிய . 
மாரு சாதி . 
தொடு குற்று . 
தொடர்ந்த . 
தலைமாற்றியுரைக்கின் . 
குவிவு . 
ஆயத் தொலைகள் . 
போலார் துணையென்கள் 
கிளைத் தேற்றம் . 
நேர் நிலையான 
கிடக்கை . 
கன சதுரம் . 
வளைவு . 
கோட்ட மையம் 
கோட்ட வட்டம் . 
கோட்ட ஆரை . 
வளைவரை . 


நாம் 


- 


டிகை 


- 


- 


வளைந்த 


Athaa 


+ 


ஒருவட்ட . 
உருள் வளை 
புர உருள் வளை 
அக உருள் வளை 
வட்டவுருட்டு 
பதின் பகுப்பு 
வரையறை . 
பின்னக்கீழ் எண் 
செறிவு . 
மூலைவரை. 
விட்டம் , 
வகைக் கெழு காணுதல் . 
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.. 


.. 


F - cout . 
Function 

சார்பு , சார்பலன் . 
Function , continuous 

தொடருடைச் சார்பு . 
Function , decreasing 

குறையுஞ் சார்பு . 
Function , discontinuous 

தொடரில் சார்பு . 
Function , even .. 

இரட்டைச் சார்பு . 
Function , explicit 

வெளிப்படு சார்பு . 
Function , homogeneous சமபடித்தான சார்பு . 
Function , hyperbolic 

கந்தழிச் சார்பு . 
Function , increasing 

கூடுஞ் சார்பு . 
Function , inverse 

எதிர்மறைச் சார்பு . 
Function , inverse hyperbolic . திர்மறைக் கந்தழிச் சார்பு . 
Function , implicit 

உட்படு சார்பு . 
Function , many valued 

பன்மதிப்புடைய சார்பு . 
Function , odd ... 

... ஒற்றைச் சார்பு .. 
Function of a function 

சார்பின் சார்பு . 
Function , single valued 

ஒரு மதிப்புடைய சார்பு . 
Function , trigonometrical கோண கணித சார்பு . 
Functional relation 

சார்புத் தொடர்பு . 


Generalise 
Geometry 
Gradient 
Gravity .. 


G 
பொதுப்படையாக்கு . 
வடிவ கணிதம் . 
சாய்வு வீதம் . 
புவிக்கவர்ச்சி . 


Hyperbola 
Hyperbola , rectangular 
Hyperbolic cosine 
Hyperbolic sine 
Hyperbolic tangent 
Hypotenuse 


H 
அதிபரவளையம் . 
செங்கோண அதிபரவளையம் . 
கந்தழி கிடக்கை . 
கந்தழி நெடுக்கை . 
கந்தழி இருக்கை . 
எதிர்சிறைப் பக்கம் . 


-- 


I 


Inclination 
Increment 
Indeterminate 
Induction 
Infinity 


சாய்வு . 
கூடுந் தொகை. 
தேரப்பெறாத . 
உய்த்தறிதல் . 
எண்ணிலி . 


.. 
-- 


. . 
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I - cont . 


தொடக்கக் கோடு . 


Initial line 
Integer 
Intercept 


-- 


முழு எண் . 


வெட்டுத் துண்டு . 


L 


.. 


Limit 
Locus 
Logarithm 
Logarithm , anti 


எல்லை . 
இயங்குவரை . 
மடக்கை . 
இன மடக்கை . 


. 


.. 


. 


Motion 
Multiple 
Multiple , odd 


M 
இயக்கம் . 
மடங்கு . 
ஒற்றைப்படையான மடங்கு . 


- 


Normal ... 
Number 
Number , negative 
Number , positive 
Numerator 


N 
செங்கோடு . 
எண் . 
குறையெண் . 
மிகை எண் . 
பின்ன மேல் எண் . 


.. 


. 


0 


Ordinate 
Ordinate, double 
Origin 
Orthogonal 


குத்தாயம் . 
இரட்டைக் குத்தாயம் . 


. 


செங்கோண வெட்டான . 


P 


. 


- 


.. 


Parabola 
Parallel 
Parallel straight lines 
Parallelopiped 
Pendulum 
Pendulum , simple 
Perimeter 
Point 
Point of inflexion 


பரவளையம் . 
ஒருபோகு . 
ஒருபோ குக் கோடுகள் . 
முப்போகுக் கட்டி . 
உளசலி . 
இயல்பு உளசலி . 
சுற்றளவு . 
புள்ளி . 
உரு மாறும் புள்ளி . 
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.: 


Pole 
Polynomial 
Pressure 
Proof 
Property 
Protractor 


P - cont . 

போல் . 
பல்லுறுப்புச் சேர்ப்பு . 
அமுக்கம் . 
தெரிப்பு . 
பண்பு . 
கோண அளவி . 


.. 


Quadratic 
Quadrilateral 
Quotient 


இருபடிய . 
நாற்சிறை . 


.. 


.. 


ஈவு . 


.. 


.. 


Radian 
Radius 
Radius vector 
Ratio 
Ratio inverse 
Rectangle 
Remainder 
Resistance 
Resistance , external 
Resistance , internal 
Rigidity 
Roots 
Roots , equal 
Roots, imaginary 
Roots , real 


R 
ஆரைக் கோணம் . 
ஆரை . 
ஆரைத் தொலை . 
தகவு . 
மாறான தகவு . 
நீள் சதுரம் . 
மீதி . 
பிணர்வு . 
வெளிப் பிணர்வு . 
உட் பிணர்வு . 
விறைப்பு . 
தீர்வுகள் . 
சம தீர்வுகள் . 
கற்பனைத் தீர்வுகள் . 
இயல்புத் தீர்வுகள் . 


.. 


S 


Sector 
Series 
Series, convergent 
Series, divergent 
Series, infinite .. 
Series, geometric 
Series, oscillatory 
Sign 
Sine 


வட்டப் பகுதி . 
தொடர் . 
எல்லையுள் தொடர் . 
எல்லையில் தொடர் . 
முடிவிலாத் தொடர் . 
பெருக்கத் தொடர் . 
ஊசலாடும் தொடர் . 
குறியீடு . 
நெடுக்கை . 


.. 


.. 
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-. 


. 


Sphere 
Square 
Sub - normal 
Sub - tangent 


S -- cont .. 

கோளம் . 
சதுரம் . 
அடிச் செங்கோடு . 
அடித் தொடுவரை அல்லது 

அடித் தொடு கோடு . 
ஈடு கொடு . 
சமச்சீர் . 


.. 


Substitute 
Symmetry 


.. 


Tangent 
Tangent ( Trigo ) 
Theorem 
Transformation 
Trigonometry 


T 
தொடுவரை . 
இருக்கை . 
தேற்றம் . 
உருமாற்றம் . 
கோண கணிதம் . 


V 
மதிப்பு . 
அண்ணளவு மதிப்பு . 
கற்பனை மதிப்பு . 
தேரப்பெறாத மதிப்பு . 
மீப்பெரு மதிப்பு . 
மீச்சிறு மதிப்பு . 
குறை மதிப்பு . 
மிகை மதிப்பு . 
அசல் மதிப்பு . 
மாறு ராசி . 
சார்புடை மாறி . 
சார்பில் மாறி . 


Value 
Value, approximate 
Value, imaginary 
Value, indeterminate 
Value, maximum 
Value , minimum 
Value, negative 
Value, positive .. 
Value , real 
Variable 
Variable, dependent 
Variable , independent 
Velocity 
Velocity , angular 
Velocity , initial ... 
Vertex 
Voltaic cell 
Volume ... 


.. 


விசை . 


. 


கோண விசை , 
தொடக்க விசை . 
கோண உச்சி . 
வால்டாக் கலம் . 
பருமம் , 
அளவு . 


கொள்ளளவு 
, 


கன 


Width 


அகலம் . 


7 . 
சுன்னம் . 


Zero 


. 


